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记 调 图, 通常 是 指 用 点 和 线 表 示 的 线 状 图 。 图 论 , 就 是 研究 这 
种 点 和 线 的 联接 关系 的 学 间 。 图 不 仅 业 处 理 和 表达 问题 的 一 种 手 
发 ， 抽 且 在 现代 理 、 工 各 领域 中 已 虑 为 对 凑 圳 系 绕 功能 的 模型 进行 
DERISLLLETITIMME 

图 论 的 主要 应 用 ，, 若 举例 来 说 ,与 昌隆 学 误 基 的 ， 吉 复 丈 的 电 
季 线 趾 [ 如 大 规模 集成 电 趟 LSI) 等] 的 分 析 与 设计 ， 印 出 电 踏板 
的 设计 与 布线 , 揭 灼 电器 的 分 析 与 故障 诊断 等 ,以 及 电子 计算 机 应 
ТИТРУ 用 信和 号 演 图 分 析 蚌 有 效 的 ; 在 
илал, кл АЖЕ, 

PRSARITALIINIMPDIMOREILTLII 
4 ЖК, Ж КЖЕ Ей ЕЮ ЖН Ж ЖЕ, ENRERE 
问 是 的 新 的 科学 方法 一 一 图 论 的 研究 法 正在 受到 重视 。 此 外 ,图 
论 还 应 用 子 焉 治 、 经 济 、 心 理 、 语 育 答 方 而 ,适用 的 范围 只 其 广泛 。 

图 论 的 历史 之 长 ， 出 平 意 料 。 它 起 源 于 1730 年 的 “ 哥 尼 斯 保 
新 的 问题 *。 这 是 个 数学 难题 。 所 以 印 使 从 图 论 的 发 展 过 程 来 看 ， 
它 与 数学 的 关系 也 非常 之 深 。 在 本 书 中 也 将 学 习 基 于 歌 拉 图 、 一 
EBEN. BEREANEIENAXAAW. _ 

考虑 到 上 壕 这 些 情 况 ， 本 书 对 于 基础 图 论 及 其 主要 应 用 给 予 
ТЕЕ ККЕ ЖАН EFTER AN с K.G T 
计算 机 工程 及 管理 、 采 绒 工 程 等 专业 学 生 的 数 科 书 , 也 可 兼作 有 关 
ECCLISIIETID 

EXILLPEIPFÉEETIFEFILLVALELAIILITIG 
ЖЖЖЖ, Л КЖ Б SS ЕЖЕ ЮТ REER 

el». 


жый ж, Ен ЕЛИ Ж ЕЧ „Л ЖП ЖЕКЕ УИ 
жаы жж „И Ж, АЕ КЕ ШЕ Юй, 

”在 第 一 章 的 绪论 中 ， 从 我们 局 国 的 图 的 表现 开始 ， 介 绍 困 的 
新 念 和 图 论 的 应 用 。 第 二 章 引 出 图 的 定义 和 俩 单 的 性 质 。 第 三 章 
XOUEE A BL, ЗЛИВА ВАЕ BE AUR ЕВТИНА 
EE TETESI ELLELE LENE LESSA LAL 
质 ,特别 是 镶 集 与 回路 的 正 交 性 , 钱 决 根据 吹 拉 图 得 出 的 一 筷 囊 疝 
十。 第 五 章 是 关于 在 电路 方面 的 应 用 。 第 六 幸 是 关于 行列 式 的 居 
жан ЕЙНЕК АИ ЕЙ. ЖЖ Н ШИТ 
TANTE, ЭКЕЕ Йй КЕБИНЕ ЕН. SARRE 
жал ИИ. 

为 方便 读者 ,在 阶 孙 中 汇集 了 本 节 所 使 用 的 线性 代数 -排列 与 
组 合 、 布 尔 代数 等 公式 。 在 一 本 书 中 全 部 包办 图 论 及 其 应 用 是 不 
可 能 的 ， 还 因为 本 书 赴 村 所 限 ， 所 以 对 于 起 进一步 深入 举 习 的 读 
者 ,可 网 读音 宁 所 列 的 适当 的 参考 书 和 文献 ` 

оаа АВ ЦЕ, ж. 
深 对 高 深 理 论 的 兴趣 和 加 强 对 应 用 的 关心 ， 将 会 喇 到 满意 。 我 们 
МЕЖ, а ТЕАТ ЕНК, В ВИЗА А 
LEER ИЖ. 
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第 一 章 何谓 图 论 


IRA) 什么 是 图 ?图 论 的 应 用 范围 又 大 要 怎样 ?在 
我 们 的 周 国 ， 芋 妙 地 利用 忘 和 线 表示 了 香 式 各 样 的 图 。 首 
япан итине, хадака 
的 成 效 。 再 者 ,本章 出 现 的 有 关 图 论 的 基本 术语 ;在 第 二 
Ж д EIE GET Лед RI. 


1.1 апшат 


我 们 经 常春 到 ， 导 游 图 、 铁 路 和 公路 的 路 线 图 ,系统 图 和 流程 
ШЖ HUE ЖК. ЭК REDE ЖЕШ ДЕЛИК НӨ АДУ 
象 的 本 质 和 关键 ,从 而 让 和 人们 通过 观察 ,能 很 好 地 了 解 该 图 所 表示 
的 事物 。 


u 何谓 图 


我 们 的 属国, 除 上 述 图 形 外 ,还 有 家 说 图 和 工序 图 ， 稿 被 专门 
一 些 , 并 被 广泛 地 使 用 着 的 , 则 有 电路 接线 图 ,自动 装置 和 请 育 的 
文法 结构 图 等 。 这 些 图 都 是 由 用 点 稻 线 组 成 的 图 形 将 “关系 "“ 违 
+”, LOI) CM BRE TEIL ETE 
LODME BEES LII tI MES —Ж УЛ tU) 
线 循 行 ， 就 得 到 一 甸 话 (例如 ，“*The man was there", *The old 
men were there"4), Hj 1.3 是 把 自然 数 从 1 到 10 相 加 , 求 其 总 
和 的 程序 图 。 图 1.4 是 自动 装 团 理论 中 经 常 出 现 的 状态 转换 图 的 
ИР. ІБК АО (RAE) 的 分 子 符号 

- . 1. 


Eis Mimmemm 图 1.4 BEATHUERR 


to” - . 
(а) CH (b) сд, te) сњ 


RAF oem 


1.5 畔 缠 族 磋 牧 化 合 物 (OaHan+3) 的 分 于 符号 
sge - 


OH, 的 图 ,其 中 , СРИ К 


B 

ж, вежыпйма, шіедвпе | | | 1 
常用 的 网 阁 梳 形 图 的 例子 ， 这 也 是 芒 支 地 
俩 用 分 售 线 的 一 种 图 的 表示 方法 。 

用 “点 和 加 "表示 上 述 这 些 同 题 和 系统 
的 统 杀 ,一 般 就 叫做 图 。 一 说 到 图 ;可 能 会 d 站 二 ë 
жин желинин, вже BARA 
ШУЛ, ЕИН Sq ~ 5 5 
么 ,后 者 出 要 表示 联 所 关系 。 Каң 

用 图表 示 系 统 与 信息 等 比较 直观 、 s 5 1 5 5 


楚 , 即 使 作为 简单 的 蓝 吾 方法 ,也 是 非常 有 图 1.6 网 格 流 形 图 的 例子 
效 的。 不 仅 如 此 ， 从 图 的 外 身 性质 ， 还 可 探索 出 系统 与 信息 的 内 
在 性 质 。 因 此 ,图 论 不 仅 应 用 于 电工 ,电子 和 信息 工程 方面 ， 而 且 
在 处 理 物理 ,心理 .社会 笑 系 统 方面 的 所有 领域 都 有 广泛 应 用 。 


[21 图 的 点 和 钱 及 国 的 方向 性 


上 面 说 过 ,图 就 是 用 点 和 线 者 示 的 线 图 。 这 里 所 说 的 点 ,就 是 
RRRA ER HKA, MAMA. WATA NR ER Ш ЗА, 
相 点 和 边 的 集合 就 是 图 。 全 部 边 都 具有 方向 的 图 叫做 有 向 图 ， 边 
上 没有 方向 的 图 叫做 无 向 图 。 

以 道路 为 例 , 它 可 以 用 有 家 图 表示。 如 单身 通 行 的 道路 ,其 贫 
口 用 顶点 者 示 ,单行 道 用 有 向 边 表示 对 于 双向 还 行 的 道路 ， 则 用 
方向 相反 的 两 条 有 疝 边 并 联 。 旗 公共 汽车 路 线 图 来 说 ， 由 于 停靠 
站 是 主要 的 ， 所 以 经 常用 以 率 站 和 停 洁 站 作为 顶点 的 无 向 图 米 找 
É. 另外 ,对 于 单 环行 的 忽 车 路 线 图 , 则 用 环 状 的 有 向 图 表示 。 


1.2 图 论 的 起 深 一 一 哥 尼 斯 便桥 与 四 名 问题 


ИНЕШ ВЕЙ RETE ВО”. ИЛИ, ТЕНИНЕ 
JOJ EIR AEM ILE SAED ИРИ ИЫК CProgeD M ERBA ЕЕ 
uM BR, KADAR, M 

- йип redii aE 

Š = BEER LOAST? K 

CSE акан) ETERNAN, й 

“| |o 论 是 不 可 能 的 。 这 个 问题 相当 于 

` jim жиа". ананна, 

区 任 一 点 当 发 最 后 又 团 到 原来 的 

图 1.7 ЕЛАВЫ 出 发 点 ， 能 够 一 缩 画 出 的 图 称 为 欧 
йш, 

At M dete нна авн, лі AE ЛП AUN 
ROPA IU, ЭЖЕШ ЕВЕ НАА ОИ, M 
洲 相 邻 换 的 图 家 ,如 以 互 不 相间 的 颜色 分 别 闭 色 时 ,只 要 四 种 颜色 
REET AMAR AREEHERORT ANNE NAM, W 
ЗРАК MERS. 1890 年 , P. J. Hoswood 证 明 , 候 
如 有 五 种 颤 色 , 刚 不 论 什么 样 的 地 图 ,都 甬 区 别 着 色 。 此 后 ， 并 没 
有 发 现 不 能 用 四 色 着 色 的 反例 ,但 也 未 见 发 表 过 数学 证 明 *”。 


1.3 图 论 在 现实 中 的 广泛 应 用 
自从 晶体 管 等 半导体 被 发 明 以 来 ,电子 设备 有 了 显著 的 发 展 ， 


өг 欧 拉 是 瑞士 的 数学 家 (1707 一 1783)， ARA SHEARER ALTE 
法 。 男 外 , 霹 歼 让 自然 对 数 的 廊 6 的 符号 也 是 根据 他 的 想法 。 

*2 1076 年 ,保利 请 恩 大 学 的 K. Appel 和 W. Haken MERRE, MAF 
并 算 机 证 明了 区 色 问 是 (参考 文献 27)。 


ed 


高 速 大 型 计算 机 的 出 现 加 速 了 技术 革新 。 现 代 工 业 是 许多 技术 的 
有 机 结合 , 即 是 系统 化 缘 此 所 产生 的 成 果 。 

在 以 计算 机 为 首 的 台式 计算 机 ,测量 仪器 ,电视 机 等 电子 设备 
中 ,大 量 使 用 着 的 集成 电路 (10) 和 大 规模 集成 电路 (LST), 就 是 这 
方面 的 典型 的 例子 。 在 这 样 复杂 的 大 规模 的 电子 线路 的 分 析 中 ， 
发 展 了 中 入 图 论 的 解析 程序 。 

还 有 ,利用 计算 机 进行 电路 设计 天 做 CAD (computer aided 
design), 在 这 几 , 图 论 也 起 了 作用 。 在 电路 描述 中 , 如 果 用 有 疝 图 
次 示 元 件 的 联接 关系 及 其 电压 ,电流 的 方向 和 数值 ,出 不 必用 代数 
方法 求解 电路 方程 式 ， 根 据 图 的 结构 用 符号 便 能 求 出 ， 对 这 个 问 
题 , 即 使 说 多 亏 有 了 图 论 , 也 不 过 分 。 

用 于 实际 配置 安装 零件 的 印刷 电路 板 (PC Ж) 的 设计 与 布线 
问题 中 ,也 用 到 图 论 。 例 如 ,在 底板 的 板 面 上 ， 线 不 能 交叉 。 这 一 
点 跟 图 在 平面 上 各 边 不 得 交叉 而 有 什么 办 法 把 它 画 出 来 是 一 样 
的 ,图 的 平面 性 的 判定 算法 有 效 地 起 著作 用 。 

由 于 交通 、 通 讯 网 的 飞速 发 展 , 整 个 世界 变 得 非常 审 切 ， 非 党 
便利 ,同时 也 更 复杂 更 多 样 化 起 来 。 电 话 线路 网 、 计算 机 网 络 、 管 
进 网 、 交 通 网 等 所 谓 网 络 流 问 题 都 随 着 对 图 论 的 研究 的 进展 而 发 
展 了 。 这 里 所 说 的 流 , 指 的 是 单位 时 间 内 通过 的 汽车 数 , 油 量 等 一 
艇 化 了 的 广义 的 流动 与 传输 量 。 

再 者 ， 从 某 一 基点 出 发 且 不 返回 天 同一 顶点 而 到 达 另 一 顶点 
所 通过 的 边 链 叫做 路 径 。 两 个 项 点 间 存 在 着 路 径 时 ， 信 息 传 遂 与 
流动 就 是 可 能 的 。 著 从 图 中 去 掉 基 一 条 边 ， 有 关 的 两 个 顶 虚 间 就 
不 存在 路 移 。 这 样 的 边 的 集合 叫做 图 的 籍 集 。 在 通讯 网 中 ， 割 集 
起 着 重要 的 作用 。 例 如 ,两 顶点 间 流 动 的 最 大 量 (端子 间 容 量 ) ,用 
这 样 的 割 集 便 可 尘 全 殉 定 〈 福 特 - 富 尔 克 森 的 基 大 流 -最 小 切割 定 
m. a — 
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在 敢 红 电 路 方面 的 组 合 电 路 和 师 序 电路 中 ,图 论 也 很 活 妖 。 或 
者 把 变节 与 图 的 边 对 应 ,对 开关 电路 用 图 的 连接 矩阵 来 事 示 ,对 开 
关 电 路 进行 分 析 ; 或 者 , 另 一 种 微 法 ,把 变 景 与 顶点 相对 应 而 玫 示 
数字 电路 , 既 能 求 出 它 的 拓扑 性 质 , 又 能 进行 分 析 ， .甚至 还 能 应 用 
于 设计 。 在 电路 的 故障 诊断 中 更 要 利用 到 图 。 

信号 流 图 是 表示 信号 在 整个 线路 (信道 ) 中 传输 状态 的 图 ， 这 
个 信号 通过 线 略 进入 中 继 站 (局 ) 再 从 中 继 站 (局 ) 沿 递 向 其 他 各 站 
(局 ) 所 有 线路 传输 。 因 此 ， 这 种 图 能 很 好 地 表现 出 线性 系统 的 驳 
理 意义， 故 在 系统 研究 中 被 广泛 使 用 。 信 号 流 图 不 仅 有 助 于 联 立 
方程 式 的 求解 ， 对 于 采用 由 一 阶 线性 微分 方程 组 的 状态 方程 的 过 
淡 过 程 的 分 析 和 自动 控制 问题 也 是 有 效 的 。 

现代 社会 的 政治 .经济 . 工 业 等 ,无 论 娜 一 个 领域 ,都 有 复杂 化 
和 大 规模 化 的 趋向 。 在 这 祥 的 背景 下 ， 以 种 种 条 件 和 制约 为 基础 
的 效果 的 规划 ,运用 ,管理 ,买卖 等 的 技巧 发 展 起 来 了 , 2AF. 9 
奕 学 ,用 于 工程 管理 的 计划 鉴定 检查 法 (PERT) .关键 工序 路 线 法 
(ОРМ), 线性 规划 筹 科学 卑 法 也 陆续 出 现 了 。 然 而 ， 在 这 些 方法 
中 部 引进 了 图 论 及 其 技巧 。 例 如 ,者 把 复杂 的 工程 用 有 向 图 表 未 ， 
网 由 于 最 长 路 径 决定 着 整个 工程 所 需 的 天 数 ( 时 抽 )， 因 此 这 种 图 
在 工程 管理 中 也 就 重要 了 。 

像 这 样 的 图 论 ， 既 具有 陷 莽 着 的 才能 ， 又 正在 变 为 积极 的 妈 
外 ,为 人 类 所 用 。 


3 m 
Га) (RAT (801.8) 的 六 条 眼 子 用 项 点 天 


示 , 把 总 这 个 立方 体 的 边 作为 分 界 的 而 眼 耐 违 接 起 来 ， 
г 在 对 应 章 顶 点 冶 就 速 遍 了 边 , 试 根据 这 个 规则 ,把 股子 
用 图 表示 。 


[SJ 试 开国 表示 4, B. C, D. E SA Мур, 

[33* KAURA IRI — BU — E ATHEA 2 次 以 上 ,如 一 天 内 逮 
行 3 场 比赛 ,五 天 之 内 要 全 部 赛 完 。 怎 样 进行 组 合 方 行 ? 

[4] 在 800 em? 的 玻璃 杯 中 倒 入 一 杯 乳剂 。 使 用 500cms 和 300em* 的 
空 到 璃 杯 ， 锅 望 每 个 杯子 恰好 倒 入 .400 ems。 这 里 ， 不 承认 用 限 瞄 估计 的 分 
量 , 但 容许 这 样 的 操作 :从 某 个 杯子 往 另外 的 杯子 里 注入 , 当 有 某 一 个 杯子 成 
为 空 杯 ,或 者 为 一 满 杯 时 ,这 个 操作 即 算 结束 。 这 样 ， 在 等 量 分 配 的 情况 下 ， 
最 少 注入 的 次 数 ( 操 作 次 数 ) 是 多 少 次 ? 
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第 二 章 图 的 基础 


【要 点 1 本 售 为 了 较 明确 地 建立 图 的 概念 ， 净 定义 
有 关 图 的 各 种 术语 ,学 习 图 论 的 基本 问题 和 性 质 等 。 


2.1 图 的 结构 


由 第 一 章 的 各 种 例子 ,很 容易 使 我 们 想象 出 ,所 调 图 ， 就 是 由 
“点 "和 连接 两 点 问 的 "线段 "构成 的 线 状 图 。 在 图 中 ， 连 接 两 点 间 
的 线段 叫做 边 *(edge), 除 对 边 作 特 别 指 明 外 ， 边 的 长 得 和 形状 都 
不 加 以 考虑 。 


E11 图 的 基本 结构 


图 2.1(8) 是 直线 ,图 2.1(b) 是 上 曲线 , 但 此 时 两 者 都 表示 同一 
个 边 。 边 的 起 始点 和 终止 点 叫做 端点 (end points), 334 E JP IN 
国 认 未 。 当 边 的 两 个 端点 为 同一 个 点 时 ， 就 说 该 边 形成 自 环 (self 
loop)， 如 图 2,2(a) 所 示 。 再 者 ， 没 有 线段 的 一 个 点 就 叫做 孤立 点 
(isolated point) ,如 图 2.2(b) 所 示 。 在 图 中 ,图 2.3(a) 所 示 为 曲 联 

NW s w G) в) 


H2 边 与 端点 图 2.2 ARAMLA 


* ”有 线段 (line) 支 路 {branch)、 纺 (are), 1 草 形 (1-simplerx) 等 名 称 , 但 是 ， 
在 本 书 中 招 支 路 和 张 作 为 特殊 的 边 。 
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[ЖИЕ ua 
] уййн meu юш 
图 2.3 
边 ,不 同 的 两 个 边 有 一 个 相同 的 端点 ! 图 2.3(b) 记 示 为 并 联 边 ,不 
同 的 两 个 边 具 有 完全 相同 的 端点 。 图 2.3 CO ER ERE UL, 
特别 是 , 当 不 强调 孤立 点 和 端点 时 ,一 般 就 把 孤立 点 和 端点 都 
叫做 图 的 顶点 (Yertex)。“ 边 及 其 端点 ”的 说 法 也 可 用 “边关 联 于 顶 
2° (incident at the vertex) 的 说 法 来 代替 。 例 如 ,在 图 2,3(a) 中 
Xp b RETIA 2, 
这 样 ,所 谓 图 就 是 用 拓扑 学 表示 边 与 顶点 的 关联 的 图 形 , 也 可 
以 定义 为 边 与 顶点 的 集合 。 
图 2.4(a) 是 由 用 虚线 图 着 的 三 个 分 卖 组 成 的 一 个 图 , 如 从 集 
合 论 的 观点 来 用 这 个 图 ,也 可 以 说 它 是 由 边 (a, b, e, d, е, + 9, 
有 和 顶点 (1,2,3,4,5,67} 的 集合 * 组 成 。 


(а), G; AECA): G RTA 


图 2.4 图 和 子 图 举例 


"ИК, 集合 用 大 写字 母 表示 、 假 如 知道 了 集合 的 元 素 ， 就 可 把 元 素 放 入 括号 
{ ) 之 中 表示 。 因 此 ,今后 一 般 将 图 表示 为 G, G 聪 是 图 的 名 称 ， 同 时 也 意味 着 边 和 项 
点 的 集合 。 
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另外 ,把 边 数 和 顶点 数 都 是 有 限 的 图 叫 敬 有 限 图 (finite gra- 
了 hb) 而 把 不 属于 这 种 情况 的 图 叫做 无 限 图 (infinite graph)。 然 
而 ,如 第 一 章 记述 ,从 图 的 应 用 方面 看 ,几乎 都 是 有 限 图 ,或 者 可 以 
任 为 有 限 图 的 扩展 需 待 ,因此 下 面 所 说 的 图 ,都 是 指 有 限 图 。 


[2] FE 


在 某 些 较 大 的 物体 或 空间 中 ,有 微小 部 分 或 子 空 间 等 说 法 ,在 
畦 中 也 有 子 图 这 种 说 法 。 所 谓 子 图 (subgraph)， 就 是 从 原来 的 图 
中 适当 地 去 掉 一 些 边 (及 其 两 个 端点 ?和 顶点 后 所 形成 的 图 。 子 图 
的 边 和 顶点 ,必须 含 于 原来 的 图 中 。 图 2.4(b)、(e)、(d) 中 的 各 个 
子 图 ,它们 的 边 和 顶点 都 包含 于 图 2.469) FRERE H, FA 
都 是 子 图 。 虽 然 图 2.4(a) 中 三 个 分 据 ( 正 确 地 说 , 是 图 的 连通 片 》 
是 原来 图 的 子 图 ， 但 是 子 图 不 一 定 必须 是 形成 原来 图 的 分 其 。 于 
是 ,由 图 2-400190, 5, 0} 组 成 的 图 也 是 原来 图 的 子 图 。 在 这 里 
可 注 意 , 不 应 被 子 图 的 “ 子 ”这 桩 的 词 所 困惑 *。 图 的 一 个 顶点 及 一 
条 边 当 然 也 是 子 图 ,图 本 身 也 是 它 自己 的 子 图 (参阅 例题 1 )。 

对 于 给 定 的 图 ， 列 举 出 全 部 子 图 的 问题 ， 可 归结 为 组 合 问题 
(参阅 例题 2)。 


[31 边 交叉 时 前 表示 
. А eo 4 
WHERE, жана A, 78 | n 
边 与 顶点 的 连接 关系 ， 如 图 De : , 
LSE, нших F 1 9 
, " (a) D < 
又 也 是 可 以 的 。 人 是， 必须 мю асна 


注意 这 个 交叉 点 不 是 所 谓 的 (b) 与 (a) 图 相同 


* ， 捷 数字 的 严密 的 定义 , 所 谓 没 有 边 和 项 点 的 空 图 一 般 也 作为 子 图 ， 这 在 集合 
论 上 也 是 方便 的 。 


. il» 


图 的 顶点。 换言之 , 图 (b) 是 图 (a) 重 画 的 结果 , 图 (a)、 图 (b) 是 同 
一 个 图 。 显 而 男 见 ,它们 的 边 和 顶点 的 数目 .名 称 及 联接 关系 都 一 
致 。 把 这 种 图 的 项 点 用 图 图 表示 ， 其 目的 就 在 于 女 边 的 所 有 交叉 
点 清楚 地 区 别 开 。 


[4] 有 向 图 和 无 向 图 


如 图 2.6(a) 那 样 ， 它 们 的 全 部 边 都 具有 方向 时 ， 即 图 的 全 部 
边 由 有 向 边 (oriented edge) 组 成 时 , 这 种 图 就 叫做 有 向 图 (orient- 
ed graph)。 较 为 典型 的 例子 是 带 有 单 向 通行 的 公路 网 ,将 这 种 


. ‚о, 公路 网 的 交叉 点 、 
xÇ, >— à 道路 分 别 对 应 于 图 
ОМИ Шали, 

s 然后 ， 若 抬 单 向 通 

К] Q0 行 的 路 用 有 向 边 家 

图 2.6 有 网 图 (a) 及 其 子 图 的 一 例 (b》 示 ， 把 往返 通行 的 


路 用 方向 相反 的 并 联 有 向 边 表示 ， 就 得 到 公路 的 有 向 图 。 仅 仅 由 
无 向 边 (nonoriented edge) 构成 的 图 岂 做 无 向 图 (nonoriented 
graph), Æ 2.4. FE] 2.5 都 是 无 向 图 。 关于 有 向 图 的 子 图 的 定义 和 
无 向 图 的 情况 一 样 。 图 2.64b) 就 表示 子 图 的 一 例 。 

[例题 ] E 试 证 明 图 G 就 是 其 让 身 避 的 子 图 。 

[证 明 ] 由 于 对 的 全 部 边 利 顶点 构成 了 原来 的 图 G， 它 们 包 
食 于 GG 中。 因此 ,G 成 为 其 自身 的 子 图 。 

[例题 ]2 试 在 图 2.5(b) 的 图 上 ， 列 举 出 不 包 食 孤 立 点 的 爹 
部 子 图 。 

IERI 给 定 的 图 由 4 条 边 构成 ,因此 ,车 按照 仅 由 1 条 边 构 
成 的 子 图 个 数 为 n0,、 由 2 条 边 构 成 的 子 图 个 数 为 nO. 这 祥 的 组 
合 数目 计算 ， 则 全 部 子 图 数 为 nO,+n0s +0 +0, = 20-1515, 

3 • 


它们 示 于 图 2.7 中 。 
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图 2.7 由 图 2.5b) 的 边 构成 的 全 部 子 图 (15 个 ) 


2.2 图 的 秩 和 零度 


RIRA BHRI PERRON, PERI ENEE 
攀 有 怎样 的 关系 。 


[1] Him Sero i a 


首先 ,所 谓 把 图 的 进 短 接 ,就 是 将 其 两 个 端点 重合 ， 并 去 掉 由 
于 市 点 重合 而 产生 的 自 环 。 例如 ， pi PENIS Disp EE 
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图 2.8 关于 图 的 边 的 得 接 
. 13e. 


接 , 便 得 出 图 (o) 的 图 。 短 接 的 操作 方法 ,可 以 认为 “ 像 橡皮 筋 那样 
伸缩 自如 的 边 逐 渐 缩 短 , 到 最 后 边 的 两 端 重合 起 来 了 ”。 若 再 把 图 
(0) 的 边 5 ОТК, BIEREN b, e, d [图 (4)]。 不 过 原 
来 就 有 的 自 环 e 一 直 保留 着 ,所 以 在 将 边 5 短 接 时 ,最 后 自 环 。 {3 
要 保留 [图 (e)]。 这 样 ， 并 联 边 上 的 两 个 端点 无 论 具 有 多 少 条 边 
冉 , 只 要 其 中 一 条 边 短 接 , 即 会 产生 与 边 数 相同 数目 的 自 环 ,但 是 ， 
对 于 短 接 来 说 ,这 种 自 环 都 要 去 掉 。 必 须 注意 的 情况 是 ， 

(1) 洲 图 中 原来 存在 自 环 ,进行 短 接 时 这 种 自 环 应 予 保留 。 

(2) 车 把 图 的 一 个 边 短 接 ,图 中 的 顶点 数 仅 减少 一 个 。 

在 图 中 ,将 边 进行 短 接 若干 次 后 ,最 后 成 为 孤立 点 ， 或 者 成 为 
在 一 个 顶点 处 连接 若干 个 自 环 的 图 时 ,这 个 图 就 连带 车 ,或 者 说 是 
连通 图 (connected graph)。 对 于 图 2.8 中 的 图 ， 若 将 边 一 个 一 个 
地 短 接 下 去 ,最 后 便 成 为 图 (e) 那 样 的 自 环 ， 记 以 根据 定义 此 图 是 
连通 图 。 

另 一 方面 ,不 连 遥 的 图 就 叫 散 非 连 通 图 (disconnected 
graph)。 训 图 2.9 那样 ， 由 四 角形 和 三 角形 组 成 的 一 个 图 ©, Ж 
过 短 接 操作 而 完全 成 为 两 个 孤立 点 ， 所 以 这 种 图 是 非 连 通 图 。 图 
叫做 连通 的 ， 就 是 在 该 图 中 任意 选择 两 个 顶点 ， 从 其 中 一 个 顶点 
HR MERETE ,能 够 到 达 另 一 个 顶点 。( 参 看 习题 [6] .第 三 章 
3.1 节 的 路 径 。) 


图 2.9 (2) EBAG; (b): 通过 边 的 短 接 形 成 两 个 顶点 
. dd 


[2] 图 的 连通 片 


在 图 对 中 ， 把 边 和 顶点 互相 连接 着 ， 形 成 一 个 分 窗 部 分 的 好 
的 连通 子 图 叫做 他 的 最 大 连通 片 (maximally connected compo- 
nent) 或 单 连 通 片 。 储 若 人 连通 时 ,G 本身 就 是 连通 片 。 这 里 ,习惯 
ЖЕШ д {ЕМӘШ r. MEH P(G) (或 者 只 用 ORERE 
定 的 图 GF 中 所 包含 的 连通 片 的 个 数 *。 在 图 2.9 的 非 连 通 图 人 中 ， 
有 一 个 四 角形 和 一 个 三 角形 两 个 连通 片 ,n(@) =2。 按 照 上 述 ,可 
以 说 非 连 通 图 是 由 两 个 以 上 的 连通 片 组 成 的 。 


гз] HB 


设 图 的 顶点 及 连通 片 的 个 数 分 别 为 和 、P 时 ，G 的 秩 (rank) 
NOTATA HE, 
T(G) =њ- р (2.1) 
HEATA АОВ » ЖП р, РАВОНА ЭЕ ЖА. 
АЕ УЗСА ЛУЗНА , 册 不 论 什么 样 的 图 ,其 秩 都 是 
相同 的 。 因 此 , 当 图 给 定时 ;从 图 中 央 掉 茶 一 个 边 ， 假 如 P 没有 变 
化 , 则 去 掉 边 之 后 的 图 的 秩 与 原来 的 图 的 和 铁 仍 是 相同 的 。 在 图 好 中 
把 那些 只 要 不 使 连通 片 的 个 数 发 生变 化 而 可 以 去 掉 的 边 都 去 掉 ， 
由 最 后 保留 的 最 小 数目 的 边 所 组 成 的 图 设 为 Go。 在 这 种 情况 F, 
9, Ш ашата 7(G) ,但 是 此 时 的 特征 却 是 Go 的 
атат) Та, 这 样 的 图 , 秩 的 重要 的 物理 意义 之 一 ， 
如 图 2.10 BOR. B oci, ПАВЯЛА", 那么 G, 实际 


* ЗАУЫ НАДР A, Botti 

*1 $89. DIN GRE ACT HEN BAUR, 

*2 当 PP2 时 ,这 个 子 图 Go 的 各 个 连通 片 将 由 树 构 成 ,由 做 林 (forest) 或 者 由 
伍 多 树 (ZnIti-tree)。《 树 一 增多 就 成 林 1) 


* db 


Lv 的 上 就 是 叫做 “ 树 ”(tree) 的 


К ü „ы 
1 9975, мөт ая жщ. 
\ / 节 、 习题 1 及 5.3 节 )。 在 


MM 图 2.11 тяге тиан 
图 2.10 。 包 合 G( 图 2.9 ) 的 全 部 项 点， хтона, 
而 其 次 与 G РА АО А #709) =2， 各 个 树 的 边 
数 也 是 2。 
2 ` єх 
1 
a 5 
| A É ү, eM 
А 
2 3 3 La d 32 
a) в (WR (тп (4) 5 0) n (0m 
图 2. (а). жашо; (b): G 的 树 ;r(G) = 2 等 于 衬 的 边 娄 


一 个 图 虽然 连通 着 ,但 车 适当 地 制 开 菜 一 顶点 , 便 可 得 到 完全 
分 离 的 儿 个 图 (连通 片 )。 例 如 ,图 2.12(a) 的 图 , 将 项 点 3 一 分 为 
二 ,人 很 如 使 其 中 一 个 顶点 连接 车 5.6, 另 一 个 顶点 连接 着 d.e, Jobs 
果 就 生成 两 个 连通 片 , 郊 图 (b) 那 样 。 这 样 ， 当 连通 图 上 存在 顶点 
p, 车 把 2 适当 分 制 开 便 产生 两 个 或 两 个 以 上 的 连通 片 时 ,此 图 就 
匣 做 可 分 离 的 (separable) 或 者 叫做 可 分 离 图 **《separable graph), 
不 过 ， iska asa 条 边 。 此 时 ， 被 分 割 的 


(a) TAAR б Е АА) 
92.13 


4 агуй, 
* 18 9 


WAN CUI Ж ж (cut vortex), B Zs 
LLLI De avril DJ BE К, 
从 而 不 可 能 分 离 的 图 就 叫做 不 可 分 离 
图 (nonseparable graph), Hj 2.13 X 
示 不 可 分 离 图 的 例子 。 图 2.18 不 可 分 离 国 的 例子 


[4] 图 的 零度 


下 面 转 到 与 秩 有 密切 关系 的 “零度 ” 的 说 明 上 。 设 图 Gf 的 边 、 
顶点 及 连通 片 的 各 个 数目 分 别 为 5、% р, Ч, ЯЕ 
ш” (nullity) 用 ARR W nCG) 可 用 下 式 求 出 ， 

n(G)-b-r(G)-b-n4p (2.2) 

零度 的 拓扑 概念 是 非常 重要 的 ,与 秩 一 样 ,是 表示 图 的 一 个 基 
本 若 。 首 先 ,让 我 们 定义 去 掉 边 的 操作 。 所 请 去 掉 图 GG 的 边 。， 就 
是 把 。 及 其 两 个 端点 去 掉 。 但 是 ， 在 e 的 端点 连接 著 e 以 外 的 边 
的 情况 下 ,即使 从 @ 中 把 e 去 掉 , 其 端点 当然 还 在 剩 下 的 图 中 保存 
着 。 所 谓 G 的 惟 度 ， 就 是 等 于 在 不 使 图 人 F 的 连通 数 P 改变 的 情况 
下 能 够 去 掉 的 边 的 最 大 数目 。 零 度 还 表示 图 的 独立 加 路 数 〈 参 看 
第 四 章 )。 根 据 式 (2.2),7(G) +n(GD = 5 所 以 秩 与 零度 之 和 总 是 
等 于 该 图 的 边 的 总 数 。 因 此 ,假如 2 不 变 ， 秩 主要 取决 于 项 点 数 ， 
由 此 可 知 , 边 数 越 多 ,零度 也 就 越 大 。 


[5] 留 的 秩 与 等 度 的 拓扑 意义 


现在 ,我 们 来 研究 一 下 , 当 在 图 上 添加 孤立 点 和 边 时 ， 图 的 秩 
与 父 度 将 如 何 变化 。 


*1 也 叫 不 可 分 图 。 
*2 还 有 回路 秩 , 连 通 度 ,一 次 贝 划 数 等 别名。 
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REG Hn TIU b "ES И ВЫЙ, ТЕШЕР Р, ИШ 
中 个 孤立 点 而 成 新 的 句 ， 假 定 为 只 ， 因 为 一 个 扳 立 点 就 是 一 个 连 
ан, NB c 

(97) = (n4 m) - (pom) -n- pz 009) 
又 ,因为 G: 的 边 数 等 于 @G 的 边 数 ,所 以 得 
n(QZy=b-+r(@')=5-+(G5=n(G@Q5 

完全 同样 ，G 申 有 孤立 点 时 ， 从 好 中 去 掉 孤 立 点 而 得 出 新 的 图 ， 
其 秩 与 零度 和 原来 图 的 秩 与 零度 是 完全 相同 的 。 因 也 ， 孤 立 点 的 
添加 和 去 掉 , 对 图 的 秩 与 零 岩 痢 没有 影响 。 

其 次 ,再 来 研究 一 下 在 图 中 接 上 新 的 边 时 , 秩 与 零度 的 变化 情 
襄 。 设 G 的 任意 两 个 巴 点 为 匀 1, 在 与 了 间接 上 新 的 边 ,假定 此 
时 的 图 为 G^ ,按照 和 了 了 是否 存 在 于 辐 一 个 连通 片 内 ,分 为 以 下 
两 种 情况 来 考虑 。 

O 当 顶 点 和 .了 属 子 全 中 同一 个 连通 片 时 ，G7 的 顶点 与 连 
通 片 的 个 数 和 好 的 这 些 数 都 相同 ， 只 是 边 增加 一 条 [ 见 图 2.14 
《a)]。 因 此 


Eire, 


IT КЁ - 
ADEL "rm 
Hi2.14 Hi F(a): G5 T 3Eill r Pa Bn A TUR IRURE IG IDE BRE 
《b): 属 守 召 的 不 同 的 两 个 连通 片 的 两 个 项 点 同 用 新 的 边 过 接 时 
T(G)sr(G) (2.3) 
18 ° БЕ 


n(G^) = (+1)-7(@2)=b-r(G'y+1 
=(В-т(бу+1у=з(@у+1 (2.4) 
结果 就 是 零度 增加 了 但 牧 不 变 。 
D BAR i 了 分 别 属 于 如 中 不 同 的 连通 片 时 ,由 于 在 信 
po MM Pp 一 1, 所 以 


т) = р =n- (р- 1)=r(G) +1 (2.5) 
КИП 1。 
另 一 方面 ,因为 
n(G^) 2b - (G^) = (Б+1)- "m 
-b-r(8)-n(3) (2.6) 
KURERE, 


Fr ssa нао D-85582. 25H28, BENNER 
性 质 就 容易 知道 这 些 值 绝对 不 会 成 为 负 值 SENED. XTA 
的 拓扑 性 质 或 物理 意义 眼 秩 与 零度 的 关系 , 在 4.1 355. TORRE 
稍 作 补充 说 明 。 

[例题 11 РЕЖ ИПИЕ, REN *(G)>0， n(Q)>0, 

[证 明 ] 设 仅 出 包含 于 中 的 全 部 顶点 构成 的 子 图 为 Go, 显 
然 ， 

7(G,) =n(G@,) = 0 

假如 把 图 他 的 边 乏 一 添加 于 G, 上 便 能 再 构成 图 Ө, jk, 假如 被 
加 上 边 的 图 适合 前 述 性 质 ， 则 根据 秋 与 零度 是 非 减 范 数 ， 可 得 
r(@)>0, n(G)>0, 

[例题 ]2 “对 于 图 2.12000 ©, 像 例题 1 那样 ,把 最 初 仅 由 
G 的 顶点 组 成 的 子 图 记 为 Go 接着 一 边 把 G 的 边 一 个 一 个 过 加 到 
@, F, 一 边 腊 清 图 2.14(a) Cb) ， 特 别 是 当 铁 增加 11 或 者 零度 增 
加 1 时 , 试 现 察 图 在 拓扑 上 将 发 生 怎样 的 变化 。 
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图 是 项 点 和 边 的 集合 。 遂 图 的 时 候 , 顶 点 的 位 置 和 连接 两 顶点 
的 边 的 形状 可 以 是 任意 的 。 这 个 结果 就 导 吾 两 个 图 乍 一 看 好 像 不 
同 ,其 实 两 图 是 相同 的 ,或 者 贷 点 和 边 的 名 称 不 同 而 结构 都 相同 的 
情况 。 这 撞 的 概念 忆 散 同 构 * 正 如 下 面 的 定义 那 祥 。 

当 两 个 图 @ 和 Ө, 对 应 时 ， 即 G, 的 顶点 与 @ 的 顶点 一 一 
对 应 ,上 且 在 对 应 的 两 个 顶点 阅 连 接 的 边 也 一 一 对 应 时 ， 就 说 Ө, 和 
9, 是 同 构 (isomorphie) 的 。 因 此 ， 在 两 个 图 上 顶点 数 和 边 数 应 全 
都 相等 , 边 和 项 点 的 联 护 关系 也 应 该 对 应 。 图 2.15 的 图 , Е—Ж 
让 人 觉得 是 互相 不 同 的 结构 ,但 是 G, 和 G, 的 顶点 对 应 关系 落 假 
RUN lol, o,e ‚6<э6/, ПЭН КУЗЕ 0829 aoa, beb, 
e, ioi EA @, 与 G, 是 同 构 的 。 


图 2,15 ЕМА 


在 这 种 同 构 的 两 个 图 上 ， 顶 点 与 边 的 联接 关系 被 保持 著 。 相 
对 于 这 点 , 当 商 个 图 上 保持 着 回路 的 对 应 关系 , 且 同 类 边 役 此 一 一 
对 应 时 ， 就 说 这 两 个 图 是 互 为 2- 同 构 〈2-isomorphic) 的 。 在 图 
2.16 的 从 和 G^. 上 ,没有 保持 项 点 与 边 的 联接 关系 ,但 是 图 @ 与 图 
P 的 边 却 一 一 对 应 着 ， 并 且 保持 了 回路 的 对 应 关系 ， 所 以 成 为 
2~ 同 构图 。 
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回路 “的 对 应 关系 


a её 

[a,51 [a,b] 

[d,e] [8e] 

[a,c,4] Io' ,e',d'] 

[в,с,е1 [arese] 

[5,o,d] 067,047] E 

ne [ise ба) 6 MIC 
[f,g] Lf'.g'l 图 2.16 2- 同 构图 


[例题 ] 下 面 的 方法 是 由 惠 特 尼 (Whitney) 引进 的 判定 
2- 同 构 的 拓扑 方法 。 即 假若 G 与 Ө” 是 2- 同 构 的 , 那么 如 按 下 述 
侧 个 作法 之 一 (或 两 个 ) 连续 不 断 地 做 下 去 ， 最 后 8 与 G' 就 成 同 


构 的 。 
(з) 如 果 有 切断 点 ， 就 在 切断 点 进行 分 割 ， 使 连通 片 增加 一 


JEZNA 2 ak 
把 图 一 分 为 二 


图 2.I 判定 2- 同 构 的 拓扑 方法 


т 本 书 由 规定 用 [ RATM, 
. 21> 


个 。 

(2) 假若 图 具有 仅 以 两 个 顶点 (例如 *、s) 作 为 公共 顶点 的 两 
个 子 图 五 和 五 *， 误 把 吾 的 两 个 顶点 r. s 的 名 称 调换 。 按 拓扑 学 
来 说 ,就 是 以 这 两 个 顶点 的 中 心 , 将 互 翻转 。 

图 2.17(a) Cb) 是 2- 同 构 ( 各 自 试 做 做 看 )。 因 此 ， 首先 在 图 
(a? 上 将 顶点 2 切断 ! 其 次 把 由 边 Q, š, j 组 成 的 子 图 五 以 顶点 
1,8 的 中 心 进行 翻转 ,就 得 到 图 (e)。 另 一 方面 , 把 图 (b) 的 顶点 3 
切断 就 得 到 图 (d) ,图 (e) 与 图 (d) 是 同 构 的 。 


2.4 平面 图 和 对 偶 图 


对 于 图 ， 存 在 着 所 谓 平 面 性 的 一 种 带 法 问题 。 所 谓 图 基 平 曾 
的 (planar), 就 是 在 平面 上 描绘 时 , 除 端点 以 外 ， 图 的 边 没有 交叉 。 
这 样 的 图 就 叫做 平面 图 。 

另 一 方面 ， 图 不 在 平面 上 时 ， 就 叫 散 非 平面 图 (nonplanar 
graph), 

平面 图 是 重要 的 图 ,不 仅 与 数学 中 有 来 历 的 四 色 问 题 等 相关 ， 
而 且 在 非常 复杂 的 电子 技术 的 布线 问题 等 方面 都 有 应 用 。 

图 2.18 的 图 ,无 论 是 把 边 适当 储 缩 ,还 是 把 边 拉 到 外 侧重 画 ， 
要 使 边 不 京 叉 是 画 不 出 来 的 ,所 以 是 非 平面 图 。 然 面 , 若 从 同一 个 
图 中 去 挤 一 个 边 ,例如 Л, Я 2.19(a) 那 样 , 再 把 边 3 引伸 到 左 
38, Эй о 引伸 到 右边 , 便 成 为 图 (b) ,所 以 图 (2) 是 平面 图 。 


图 2.18 ЕРШЕ T 图 2.19 平面 图 
* 22 * 


还 有 , 自 环 对 图 的 平面 性 没有 影响 ,可 以 不 予 考虑 。 

车 把 平面 图 画 在 纸 上 , 便 可 泪 到 ,这 个 图 将 纸 面 分 制 成 几 个 区 
域 (region), 此 种 区 域 一 般 痢 由 几 条 边 包围 着 (也 存在 由 并 联 边 包 
国 着 的 情 癌 )。 另 外 ,被 包 图 着 的 区 域 也 
叫做 面 (face) SR t (window) ,或 内 部 区 
域 (inner region) 等 。 例 如 在 图 2.20 
中 ,由 {6,6, 9} 构 成 的 f, 和 由 (5, d, в} 
构成 的 f, 都 是 内 部 区 域 。 另 一 方面 , 没 。 ”图 2.20 平面 图 的 区 城 
有 被 包围 的 区 域 , 如 图 中 户 , 就 叫 人 向 外 部 区 域 (outer region), 

再 者 ,在 连通 的 平面 图 上 , 若 图 的 顶点 . 边 及 区 域 ( 内 部 和 外 部 
全 部 区 域 ) 的 数目 分 别 为 n、5、 f, 则 这 些 数 满 足下 列 关系 式 : 

n-b+f=2 ОК КДА) (2.7) 

例如 ,在 图 2.20 中 ,n=5, 5=6, f=3, 于 是 %-0+f=5-6+3= 
2 


e 


让 我 们 用 关于 连通 平面 图 的 边 数 的 归纳 法 来 证 明 * DEI £ Bl 
体 公式 (Euler’s polyhedron formula) 。 假 如 = 1， 式 (2.7) 明 显 
是 成 立 的 。 假 定 这 个 公式 对 具有 BC>2) 条 边 的 平面 图 成 立 , 那么 
对 于 由 (5+1) 条 边 移 成 的 连通 图 避 来 说 ， 这 个 公式 也 成 立 。 现 说 
明 如 下 。 设 RKA К. KRESNA m, DF, BÆ 
P=b+1, HEBRE 中 没有 回路 ,Gy EW ВШ b = 1, 
f=l, м-р ет (в 1) +152, 

ЖК, 考虑 在 G^ 中 至 少 存在 一 个 回路 的 情况 。 对 于 平面 图 ， 
为 了 不 失 平 面 性 ,可 将 任 一 区 域 改 画 色 最 外 侧 的 区 域 。 因 此 , 若 设 
位 于 6” 的 最 外 便 药 一 个 过 为 。， 并 把 e ДӨ” 中 去 掉 ， 则 顶点 数 


E ТРЕ АТАТ RA PI S DEDE t, EDS 
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Be 


不 变 ,仅仅 边 及 区 域 歼 各 减少 1555 07-106), f -1, 根据 
假定 , 公式 应 该 成立 。 所 以 -0 一 1)+ (71) 52, WD, 在 
@ 上 仍然 保持 着 I Lb P2 WRR 


[1] BHAR 


现在 ， 设 平面 图 已 被 画作。 不 论 在 图 的 哪 一 个 边 上 的 适当 位 
轧 语 加 漳 的 顶点 ， 即 用 时 联 的 页 个 边 置 换 该 边 ， 也 不 会 改变 平面 
性 。 例 如 ,尽管 把 图 2.21(a) 上 的 边 b. o 分 别 用 串联 边 biban ce, 
置换 ,但 图 (Pb) 仍 是 平面 图 ,只 是 顶点 数 增加 了 。 完 全 同 祥 ,对 于 非 
平面 图 ， 可 以 说 也 存在 这 种 性 质 。 即 不 论 是 用 串联 边 去 置换 某 个 
边 ,还 是 反 过 来 , 当 有 串联 边 时 用 一 个 边 去 置换 此 串联 边 , 都 仅仅 
是 项 点数 变 化 了 ,图 的 非 平面 性 仍旧 被 保持 着 。 
通过 这 种 置换 方法 画册 的 网 ， 跟 原来 的 图 由 于 顶点 数 不 同 而 
PAR, WHERE. 所谓 两 个 图 G, ,@, Б * (homeomorphie) , 
指 的 是 存在 一 个 图 G, Ж 
dum G m G, 或 者 其 中 之 
一 的 边 用 串联 这 午 换 后 ， 
G 和 Ө, 都 与 G 成为 同 构 。 
ИЕ Тт, А 2.21 中 
的 图 (a) ,(b) 是 同 胚 的 。 
юзо MEA В 2.22 的 (a) 图 ， 已 知 
是 非 平 画图 。 另 一 方面 ， 图 (b) 的 图 #* 也 是 在 平面 中 不 能 茵 出 的 
非 平 面 图 。 这 两 个 图 在 非 平面 图 中 到 做 基本 非 平 面 图 (basic non- 
planar graph)。 库 拉 托 斯 基 CEwratowski)- 1930 4E Я) J |] JE 


v1 ЕМДИ, 
*2 这 个 图 与 图 2.15 的 图 同 构 。 
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的 概念 证 明了 判定 图 是 平 而 还 是 非 平面 的 定理 所 。 


"OG бше. 
图 2.22 ешн 


[23 图 的 平面 性 和 对 偶 


岸 拉 托 斯 基 定理 如 下 ， 
“有 限 图 吕 为 平面 图 的 充 要 条 件 是 , 8 不 包含 基本 非 

平面 图 中 任 一 个 的 同 胚 子 图 。” 

因此 ,按照 这 个 定理 ， 一 个 图 若是 非 平面 图 , 则 该 图 中 至 少 含 
有 一 个 基本 非 平 面 图 的 子 图 。 

使 平面 图 带 有 特征 的 重要 概念 中 有 “对 偶 ”(dual) 这 个 词 。 惠 
特 尼 像 下 面 的 说 明 那 样 ， 论 述 了 平面 图 与 其 对 偶 图 的 关系 **。 他 
用 图 的 秩 和 零度 定义 集合 论 的 对 侦 , 并 把 拓扑 对 侦 描 象 化 ,使 这 些 
概念 清楚 明确 。 

首先 ， 让 我 们 定义 拓扑 对 偶 ( 即 对 偶 图 )。 考 虑 没有 孤立 点 的 
连通 的 平面 图 , 设 它 为 9, 在 Gf 的 每 个 区 域 中 设置 一 个 顶点 。 经 过 
作为 区 域 境界 的 一 个 边 ， 用 边 把 具有 共同 境界 的 两 个 区 域 中 的 顶 
点 连接 起 米 。 全 部 区 域 都 经 过 这 样 处 迎 后 而 形成 的 图 G* 就 叫做 


+1 参阅 参考 文献 9)。 
*2 参阅 参考 文献 11)。 
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ӘЗЕР «апа! graph), [i 2,23 Жл ДАВ ЖН H BOTE TE] Bi qt 
和 用 实 线 画 出 的 它 的 对 偶 图 
G*。 因 为 在 GG 上 有 三 个 区 域 ， 
所 以 在 G* 上 对 应 于 这 三 个 区 
BUR OUR Si Jis fio K 
ЖЛ ROSE f. 是 以 边 五 作为 
境界 而 邻接 着 的 ,所 以 顶点 АА 
APUR fa ZAA AD 连接。 
图 2.23 ”对偶 图 同样 ， 区 域 S MEIR fa ИБ 
4 和 边 台 作为 境界 而 邻接 着 ， 所 以 存在 边 %、 史 。 将 这 种 操作 进 
行 下 去 ， 最 后 就 得 到 图 Gs*, 这 个 对 侦 图 显然 是 平面 图 。 从 画 对 侦 
图 的 方法 可 知 , 人 的 边 数 与 其 对 偶 图 G* 的 边 数 相等 。 再 者 ,应 当 
注 章 ,对偶 图 是 从 己 知 的 图 得 出 的 , 所 以 即使 是 同一 企图 , 若 画 法 
ZE, ABEER- 
ЭК, URRA FAD RERE, AERE 
与 从 G 画 出 G* 的 画 法 恰好 相反 ,所 以 既 有 夯 成 原来 图 的 情况 , 又 
有 随 画 法 的 改变 ,G* 的 对 偶 图 画 不 成 原来 图 的 情况 。 对 于 前 一 种 
情况 ,9 的 对 偶 图 就 是 G, 在 符号 上 写成 (G*)*= G, 对 于 后 一 种 
情况 ,(G*)* 的 回路 与 @# 的 回路 对 应 ， 回 路 关系 被 保持 着 ， 所 以 是 
互 为 2- 辐 构 。 此 时 ,写作 (G*)*5G。 
下 面 ,我 们 转 到 嘉 特 尼 的 集合 论 的 对 偶 上 。 如 上 所 述 , 这 种 定 
义 把 拓扑 对 偶 进 行 质 象 化 。 从 图 的 秩 与 零度 对 集合 论 的 对 偶 所 作 
的 定义 如 下 :对 于 两 个 图 ©, 和 G。, 泣 足下 列 现 个 条 件 时 ,就 说 G, 
те, МЕС 9 是 Ө, 的 对 侦 图 )， 
(1) G, 和 @ 的 各 个 边 一 一 对 应 。 
《2) 对 于 Ө, 的 任意 子 图 五 ,, 下 式 成 立 ， 
H) e 7(6,) - r GH) (2.8) 
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式 中 H, 是 对 应 于 H, 的 G, МТ, H; ЖОН, И, т 
nC, т ) 分 别 表示 零度 和 悉数 。 
现在 考查 一 下 图 2.23 中 的 GQ* 在 集合 论 上 是 否 也 和 G 对 偶 。 
显然 ,满足 条 件 (1)， 所 以 只 要 考虑 好 的 全 部 子 图 ， 乔 清 条 件 
(2) 就 行 了 。 车 把 Н, WEE 2.24Ca) 那 样 , 对 应 的 H, 就 成 为 同 


(a) ш (b) ga 
02.24 ЖАЗЕЛ 
图 (b)。 若 从 G* 中 去 掉 Hs 的 边 , 便 得 到 图 (0) 那 样 的 Hi TE 
n(H,)=1 
т(@®у-т(Н у= (38-1) – (3-2) = 1 
结果 一 致 。 同 样 ,对 于 其 他 所 有 子 图 也 满足 式 (2.8)， 所 以 G* 是 
好 的 对 偶 。 
FERRITE BE G, 是 Ө, 的 对 偶 , 下 述 竹 质 便 和 容易 
证 明 。 
ada) n(G,) S) 
109.) 2 nG) 
(2) 反之 , 9, 是 G, 的 对 个 。 
车 设 H,=G,, WJ H; С), B r(Hiy=0, n(G@,y= 
rG). WT Ө, 和 G， 因 有 相同 数 旧 的 边 ( 设 为 五条 )， 所 以 有 
r(@,)=b-n(@), MG) =b- G), Ш rG =G), HE 


(2.9) 


*1 看 Ga EH, ВЫШ НЫП, H, Web an Ha К y sU tuh tu 
E MA ©з 中 去 掉 后 所 留 下 的 图 。 


27, 


Fi CD WE] ЕД ЖЛ i, 

出 性 质 (D 和 和 (2) 可知 , 候车 G, 和 Ө, 互 为 对 侦 , 那么 一 个 图 
的 秩 就 是 另 一 个 图 的 零度 。 对 于 对 偶 图 ， 秩 和 零度 之 问 存 在 着 完 
SIDE AR. 

HERRIRA ТЗН ТАА SD И. (Наки 
间 存 在 着 怎样 的 关系 呢 ? KRE. FEARTA ©, 的 拓扑 对 
侦 图 为 Ө, WEEN ©, 在 集合 论 的 意义 上 是 ©, 的 对 偶 。 关 
子 这 个 证 明 我 们 决定 省 略 。 惠 特 尼 得 出 了 这 样 的 结论 , “图 是 平面 
的 ,其 充 要 条 件 是 该 图 有 对 偶 图 ( 惠 特 尼 定 理 ?”。 

关于 对 偶 图 上 割 集 与 回路 的 关系 等 ， 将 在 第 三 章 和 第 四 章 中 
说 明 。 

[例题 ]1 试 说 明 四 面体 的 对 偶 图 还 是 四 面体 ， 即 是 自 淄 的 
对 偶 。 

CRRI 图 2.25(a) 是 才 示 四 面体 的 平面 图 ;图 (b) 是 其 对 偶 


图 ,同样 为 四 面体 。 
f 


Q^ 


图 2.25 (s): ШЕНЕ; (b): (3) 的 对 但 图 
[例题 ]2 试 对 图 2.23 的 ,作出 其 全 部 子 图 ， 腊 清 式 
(2.8), 


2.5 次 数 ( 度 数 ) 


张 未 在 图 的 顶点 上 连接 游 多 少 条 边 的 指标 叫做 读 顶 点 的 次 数 
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(或 度数 , degree)。 在 有 向 图 的 情况 下 ， 这 个 次 数 可 作 如 下 分 解 : 
把 连接 于 顶点 o, 且 边 的 方向 是 离开 o, 的 边 数 记 为 d, mi 
JR ox 的 出 次 数 (outgoing degree of vertex vi) ;同样 ,把 进入 vi 
的 边 数 叫 做 v. 入 次 数 (ineoming degree of vertex өц), Ң d (Qv) 
ER ETARLAR HS, 在 其 顶点 上 , 边 既 是 进入 的 又 是 离 
开 的 ,结果 对 d* (Qo) 和 G7(w1) 的 贡献 仅 分 别 为 一 。 
由 此 ,在 有 向 图 上 项 点 的 次 数 为 
(о) = d* Q0) + d (v) (2.10) 
例如 ,图 2.6(a) 的 顶点 3 的 次 数 463), Bš d* (3) 2 2, 0-03) -2, 
放 d(3)= 4, [И ,‚4(1у=2+1е3„ 

在 无 向 图 的 情况 下 ,连接 着 顶点 的 边 数 但 是 , 当 是 自 环 时 便 
为 2 傍 ) 定 义 为 该 点 的 次 数 。 仅 就 次 数 米 说 ,和 有 向 图 的 情况 相 比 
没有 差别 。 例 如 ， 在 图 2.469), 401) =3, d(2) 23, 4(3у=4, 
d(4) 52, IMEA 5 的 次 数 明显 为 零 , 即 4(5) = 0。 

所 有 的 医 点 都 有 相同 的 次 数 (例如 为 人 时 ,该 图 就 呀 做 次 数 为 
了 的 正则 图 (regular graph)。 例 如 ,两 个 基本 非 平 面 图 ,既是 正则 
图 ,又 是 在 任意 两 个 顶点 闻 都 有 边 的 这 样 一 种 正则 图 [ 称 做 完备 图 
(complete graph)]。 候 如 是 孤立 点 ,其 次 数 就 是 零 ; 同 样 ， do) = 
0 的 顶点 是 孤立 点 。 

由 于 图 的 边 连接 在 两 个 项 点 上 ， 记 以 对 于 图 的 边 的 总 数 与 次 
数 来 说 ,下 述 关系 成 立 《 这 个 定理 也 是 由 欧 拉 提 出 的 , 记 以 在 图 沦 
中 被 说 成 是 最 初 定型)。 

设 图 的 总 边 数 为 5, 顶点 为 Vs Vass 04。 此 时 ,所 有 顶点 的 
次 数 之 和 等 于 总 边 数 的 2 倍 , 即 


2b= 5400 《2.11) 
e 


式 (2.11) 中 不 是 自 环 的 边 总 是 被 连接 在 两 个 颤 点 上 ， 而 对 于 自 环 
+ 29 。 


的 边 ,在 计算 次 数 时 ,明显 是 取 作 2 В, 其 证 明 请 读者 自己 试 证 
жн. 

例如 ,对 于 图 2.13 PRR, Pe, у} юр = 33 аб) = 16= 
2b, 

视 据 这 个 定理 ,下 古 的 推论 是 容易 导出 的 , 即 。 对 于 任意 一 个 
图 ,次 数 为 奇数 的 顶点 必定 存在 偶数 个 。 这 个 证 明 贸 作 习题。 

枫 卷 ,各 果 图 是 平面 图 , 则 式 (2.7) 的 欧 拉 公 式 成 立 。 现 在 , 洲 
不 这 样 一 种 平面 图 ， 在 这 种 平面 图 中 ， 包 图 任 一 区 域 的 边 的 数 者 
是 mm。 这 样 一 来 ,因为 т = 中 ,所 以 边 数 可 用 下 式 表示 ， 


__%(n— 2) 
5= m-2 


例如 ,假定 任 一 区 域 是 四 角形 ,根据 式 (2.12)， 边 数 就 是 了 = 
2n- 4, 

所 谓 最 大 平面 图 (maximal planar graph)， 就 是 不 存在 并 联 
边 ， 且 元 论 在 何 处 如 上 一 条 边 就 成 为 非 平面 图 的 这 样 一 种 图 。 当 
顶点 数 已 知 时 ,存在 不 失 平 面 性 的 可 能 的 边 的 最 大 数目 ,就 是 这 种 
最 大 平面 图 的 边 数 。 最 天 平面 图 的 各 个 区 域 都 是 三 角形 ， 即 m= 
3, 此 时 , 5=3n~6。 因 此 , 图 是 平面 的 必要 条 件 是 ，“ 平 面 图 的 边 
数 和 顶点 数 分 别 为 5 和 部 时 ， 关 系 式 8<3n-6 成 立 "。 对 于 图 
2.22 的 基本 非 平 面 图 图 (a) 和 图 〈b) ， 若 比较 一 下 5 与 Sn— 6 的 
值 ,就 可 得 出 :对 于 图 (a) 来 说 ,5 = 10。3m 一 6= 9 对 于 图 (b) 来 说 ， 
5=9, 3n 一 6=12。 故 对 于 图 (a) 六 违反 b<3n— 6 的 条 件 ， 所 以 
由 此 可 得 出 结论 ， 图 (a) 的 图 是 非 平 面 图 。 图 (b) 却 满足 平面 图 的 
必要 条 件 。 

对 于 平西 图 的 次 数 ,大 概 没 将 什么 限制 取 ? 现在 ,假定 在 具有 
b 条 边 和 % 个 顶点 的 平面 图 上 ， 所 有 顶点 的 次 数 都 是 6 以 上 ， 那 
Abn, ШШ beo, 违反 了 上 述 的 必要 条 件 。 所 以 ， 在 平面 图 
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(2.12) 


中 ， 次 数 是 5 或 5 以 下 的 顶点 至 少 存在 一 个 。 这 个 性 质 可 用 于 地 
疼 着 色 的 证 明 ( 希 伍德 (Heawood) 的 证 明 ) 等 ， 即 在 一 个 平面 上 描 
绘 地 图 ,用 五 种 颜色 来 着 色 便 能 将 边界 相 邻 的 国家 区 别 开 。 

[例题 1 试 证 明 : 任 一 个 图 ,具有 奇数 次 数 的 顶点 的 个 数 是 
偶数 (也 包括 0)。 

证明] 在 式 (2.11) 中 ， 候 车 改 变 医 点 的 编号 ， 设 色 个 顶点 
91, 9" Ou 《mn) 有 奇数 的 次 数 ， KARUMAA RAKKE, 
那么 

d(o,) +400) + + + d(9,) 22b — (000) t + d(o,)) 
有 边 是 偶数 ,而 左边 是 % 个 青 数 的 总 各, 所 以 名 必须 是 偶数 (也 包 
180. 


з m 


ED， 具有， 个 顶点 的 连通 图 ,假设 不 容许 有 自 环 和 并 联 边 ， зат 
fbi UOS Ln (n — D, 

[3] BRA GNA AMARA, REDI, 6 G AGERETUR, R. 
具有 个 顶点 时 , G 中 所 容许 的 最 大 边 数 可 以 给 出 为 (n on a- 1, 


[3] 当 图 G 已 给 定时 , 试 证 明 : 不 论 是 将 G 的 任 一 边 用 圳 联 的 两 个 边 来 
NX, 还 是 将 串联 的 两 个 边 用 一 个 边 来 置换 ,所 得 图 的 零度 都 与 G 的 零度 相 
网 ,是 个 定数 。 

[4] 斌 说明 当 图 G 由 多 少 个 六 通 片 组 成 时 ，G 的 秩 与 零度 分 别 等 于 各 
个 连通 片 的 秩 及 零度 的 总 和 。 

[5] 试 证 明 在 具有 # 个 顶点 的 连 遵 图 中 ,至 少 存在 (a 一 1) 条 边 。 

[6] 试 说 明 在 连 遵 图 上 , 任 选 两 个 顶点 ， 若 从 一 个 顶点 出 发 ， 顺 着 按 走 
下 去 ,可 以 到 达 另 一 个 顶点 。 

Ur] 试 证 明 ( 拓 了 补 ) 对 偶 图 是 连通 的 。 
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第 三 章 REMAR 


ЦЕНІ 路 径 与 制 集 ， 同 是 图 的 将 殊 子 图 。 路 径 是 
将 顶点 依次 联接 起 米 的 边 的 链 ， 因 此 有 具有 连通 团 的 性 质 ， 
而 着 集 是 图 中 被 切割 的 边 的 集合 。 本 章 一 方面 将 它们 加 
座 对 比 ,一 方面 叙述 它们 的 拓 提 性 质 。 陆 后 ,学 习 图 与 制 
ЖЕНД ЖЕ ЗЕТЕ, ЕЕ 
与 图 的 树 的 关系 等 。 最 后 ， 学 习 将 割 集 应 用 于 通讯 网 络 
的 “最 大 流 。 最 小 切割 "定理 。 


3.1 & 


证 我 们 用 以 道路 作为 边 、 以 交叉 点 作为 顶点 的 道路 网 的 无 向 
图 为 例 来 进行 讨论 。 从 某 一 个 交叉 点 往 另 一 个 交叉 点 走 ， 一 般 有 
各 种 各 样 的 走 法 ,但 是 除去 “散步 或 “迷路 "以 外 ,返回 到 同一 个 交 
又 点 的 情况 是 不 大 有 的 。 在 图 中 ,从 某 一 个 顶点 出 发 ,不 返回 到 已 
经 通过 的 相同 的 交叉 点 ,而 到 达 另外 某 个 短 点 的 边 的 链 , 就 叫做 路 
径 (patb)。 最 初 的 顶点 称 做 始点 〈initial vertex)， 最 后 的 顶点 称 
化 终点 Cierminal Yertex)。 在 无 向 图 中 ， 路 径 的 始点 与 终点 是 互 
逆 的 ,不 区 别 始 点 与 终点 ,就 叫做 两 预 点 间 的 路 径 。 

例如 ,在 图 3.1 Юа, (e, о, AAG, DREMA 
点 4 之 间 的 路 径 。 再 者 ,即使 是 一 条 边 也 成 为 路 径 , 同 图 中 边 @ 就 
是 顶点 1 与 顶点 2 闻 的 路 径 。 边 列 abos 和 bd f 因 两 次 通过 同一 
Л, MARRS, ERAR, 一 个 桥 点 仅 出 现 一 次 ， 所 以 


*1 ”即使 通过 某 一 顶点 2 次 以 上 也 机 以 ,但 始点 与 终点 不 相 司 , 边 公公 出 列 一 次 
这 禅 的 这 的 链 叫 做 开 边 列 (open edge train) 或 称 殉 拉 路 径 (Ruler line,Eulerpath), 
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图 8.1 《a) Ө; (b) 路 径 之 例 


一 条 边 不 会 出 现 两 次 (为 什么 )。 

当 路 径 中 存在 E1) 条 边 时 ， 这 个 路 径 就 叫 长 度 为 的 路 
么 。 著 从 次 数 的 观点 来 观察 路 径 ， 长 度 是 2 以 上 的 路 径 ,就 是 
上 只 有 六 个 顶点 的 次 数 是 1、 其 他 所 有 顶点 的 次 数 都 是 2 的 连通 
图 。 

上 一 举 中 ,图 的 连通 性 是 根据 边 的 短路 操作 来 定义 的 ,如 果 用 
路 径 来 定义 ,就 可 以 这 样 说 “所谓 连通 图 ,就 是 在 任意 两 个 顶点 同 
至 少 存在 一 条 路 径 的 图 。" 另 一 方面 ,假如 经 过 短路 操作 ,图 缩 成 一 
个 顶点 (或 者 一 个 顶点 及 与 其 关联 的 儿 条 自 环 ) 那 未 根据 归纳 法 ， 
在 任意 两 个 顶点 间 都 存在 路 径 (参阅 第 二 章 习题 [61)。 


[路 径 的 重要 性 ] 


在 两 个 顶点 间 ， 一 般 存 在 著 干 条 路 径 。 让 我 们 应 用 公路 的 距 
窗 来 分 析 一 下 这 个 问题 。 把 公路 的 距离 对 应 于 表示 公路 网 的 图 的 
各 边 。 从 怀 上 汽车 的 某 个 交叉 点 到 达 作 为 目的 地 的 另 一 个 交叉 
点 ,着 望 行进 的 时 间 最 少 。 假 车 车 速 一 定 , 那 末 只 要 在 图 的 路 径 中 
求 省 最 短路 径 〈 给 定 路 径 的 边 数 的 总 和 为 最 小 的 路 径 ) 就 可 以 了 。 
这 就 叫做 最 短路 径 问题 * (shortest path problem), 


*1 第 一 章 习 题 [ 4 ] 的 注入 的 路 经 问 题 就 属于 这 个 问题 。 
. 84. 


另 一 方面 ,也 有 求 最 长 路 径 的 路 径 问 题 。 例 如 ,在 建造 房屋 时 
的 作业 日 程 计 划 中 ,作业 的 种 类 以 顶点 表示 ,假如 在 某 项 作业 完成 
之 后 还 有 作业 ,在 其 两 个 顶点 癌 用 有 向 边 连接 。 不 待 说 ,即使 有 能 
够 并 行 的 作业 也 是 可 以 的 。 

然后 , 从 用 有 向 边 的 始 端 表示 的 作业 开始 ,到 着 平房 项 作业 ， 
把 这 期 亲 所 需要 的 天 数 画 在 该 边 上 。 这 种 情况 下 ， 册 于 后续 工作 
的 内 容 不 同 ,所 要 天 数 一 般 是 不 同 的 。 

那 林 ， 完 成 全 部 工作 要 多 少 关 呢 ? 对 于 这 个 问题 的 解答 ,车 
能 求 出 在 有 向 图 上 联 挡 作 业 的 开始 与 终止 的 路 径 中 时 间 最 长 的 路 
径 ”就行 了 。 在 这 个 最 长 路 径 的 作业 顺序 中 ， 一 旦 工作 稍 有 延 
误 ， 就 意味 闭 整 个 工程 要 延误 ， 所 以 也 叫 散 临界 路 径 《eritical 
path)。 这 种 应 用 ,不 仅 适 用 于 工程 管理 ,而 且 也 适用 于 生产 、 计 革 
等 普通 的 进度 玫 问 题 。 现 在 作为 用 电子 计算 初 解 复 杂 网 络 的 方法 
Ж, 计划 鉴定 检查 法 (PERT 一 一 program evaluation and review 
technique) 与 关键 工序 路 线 法 (CPM 一 一 critical path method) 等 。 

路 径 的 重要 应 用 之 一 还 有 流 (> 口 一 ) 的 问题 , 它 在 管道 网 ` 公 
路 网 和 通讯 网 等 所 谓 传输 网 络 的 分 析 方面 是 很 有 效 的 。 有 关 这 方 
面 的 内 容 将 在 最 后 一 节 学 习 。 


3.2 H fk 
пі 路 径 与 割 集 的 关系 
在 图 3.2 的 图 经 中 ,顶点 1 与 3 之 间 的 路 径 是 (6,0),(4,5,e)， 


+1 对 于 这 种 路 径 的 边 来 说 ， 通 常 从 始点 到 终点 在 方向 上 应 当 一 致 。 这 样 的 路 
ЗНД АН directed path)。 虽 然 也 有 “有 向 路 "“ 有 向 路 径 "等 说 法 ， 恒 由 于 容 
ЭНИ, ажаттан", 
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(d, 5, 0)，(d，e) 四 条 。 如 果 这 两 个 项 
点 间 一 条 路 径 也 不 让 有 ,只 要 类 掉 (4,6) 
Җ (2,6, в) 等 就 可 以 了 。 一 旦 去 掉 适 
当 数 量 的 边 , 两 点 间 就 不 存在 路 径 , 并 且 
此 种 边 的 集合 是 最 小 ( 即 , 车 把 属于 此 集 

图 3.2 mG 会 的 边 妈 使 保留 一 条 不 去 措 ， 那 末 在 所 
研究 的 现 个 顶点 问 就 肯定 存在 闭路 径 ) 时 ,这 种 边 集 合 就 叫做 分 割 
珊 个 顶点 的 割 集 或 者 切断 集 含 。 例 如 ,在 图 3.2 HAH, (0,0), 
(b, в, 中 就 是 分 割 顶点 1 与 顶点 3 的 割 集 , 同时 也 是 分 割 顶 点 I 
SAA GRRR, WRAD, с, e}， 虽 然 分 割 顶 点 1 与 顶点 3， 
但 不 是 最 小 ,所 以 不 叫 割 集 。 

至 此 ,我 们 考察 了 分 割 无 向 图 上 的 指定 的 两 个 顶点 间 的 割 集 ， 
但 是 一 般 所 说 的 割 集 ,并 不 规定 特定 的 顶点 ,而 是 象 下 面 那样 来 规 
定 。 在 图 G. 上 (即使 不 是 连通 的 也 可 以 )， 当 适当 的 边 集 合 @ 满 足 
下 列 两 个 条 件 时 ,就 把 @ 叫 做 他 的 割 集 (eut-set) 。 

а) 车 从 上 去 挤 赂 于 介 的 所 有 的 边 ， 则 恰好 形成 两 个 新 的 
连通 片 ( 即 , 新 产生 的 图 的 秩 , 仅 比 人 的 秩 减 小 1)。 

(2) 久 是 最 小 。 即 驴 的 任何 真子 集 都 不 具有 性 质 (1)。 

图 3.3 表示 了 连带 图 的 割 
SOMA „тй ш, AREATA 
的 全 部 顶点 的 集合 , О, EO NT 
ATÆ, HERO TENAN 

图 8.8 关于 连通 图 的 齐集 的 概念 的 顶点 的 集合 ，C8C = Q— Q.) 
代表 璋 下 的 顶点 的 集合 。 割 集 Q@ 就 是 联接 8, 与 Q: 的 边 的 集合 ， 
可 把 它 写 为 


Q= E(Q,x Q1) = E(Qtx Q.) 
воя Q ЖОЕ HAR, M ERED, ЖЫ G HEAT 
^ 86> 


@ 的 边 全 部 去 掉 (把 去 掉 后 的 部 分 写成 G- @)， 便 形成 两 个 连通 
图 ， 一 个 是 具有 О, 个 顶点 的 连通 子 图 ， 另 一 个 是 具有 余下 的 О, 
个 项 点 的 连 遂 子 图 ; 按 条 件 (2)， 候 如 不 从 如 中 去 掉 属 于 人 @ 的 所 有 
的 边 ,就 不 能 得 到 两 个 连通 片 。 

假如 连通 图 GG 有 ?% 个 顶点 ， 由 于 对 О, 的 顶点 个 数 是 按 1 个 
的 情况 ,2 个 的 情况 ,…,(8- 1) 个 的 情况 来 考虑 的 ， 因 此 ， 如 果 顶 
点 个 数 增多 ， 那 末 就 有 相当 多 数量 的 制 集 ， 这 一 点 是 容易 明 怕 的 
(参阅 习题 [81)。 

车 从 图 3.4(a) 的 中 将 {2, b, о, eo} 的 边 全 部 去 掉 , 则 由 于 形 
成 像 图 (P) 那 样 的 三 个 连通 片 而 秩 减 少 2 所 以 边 集 合 {g，8， с, еу 
不 是 制 集 。 mO- (a, b, ер СС) BIUPR, EZ UJ XE OCT 
条 件 , 所 以 《4,b, сл, 


2 
° 4 
p ,~~ 
¿ “| ( ^ 
4 ` 
М Ts SN 
` ках) ~ 9.16) 2:—(, 3,4, 5] 


(b) G - (a,b,o,0) (e) ё-{а,Ь,е} 
图 8.4 去 挤 边 集合 的 情况 


与 某 个 顶点 相连 挨 的 全 部 边 叫做 该 项 点 的 关联 集 金 (inciden~ 
се se 访 。 若 将 这 个 关联 集合 从 图 中 去 挤 ， 该 顶点 与 其 他 顶点 问 就 
37 。 


没有 路 径 , 这 个 图 就 完全 被 分 寡 。 故 
关联 集合 有 可 能 成 为 割 集 ， 但 一 般 
地 说 并 不 一 定 成 为 割 集 。 例 如 ， 在 
3.8 的 图 人 中， 顶点 3 的 关联 集 
. fr (以 QUOD SERO. 为 {0, e, f, 9). 
901) = (a.d) 若 从 他 中 把 903) 3%, 则 如 图 3.8 


HORUM (0) 那样 ， 得 到 三 个 连通 片 ， 因 此 ， 
99-00 QO FN R х, FANK 
Q(6- (5 а, е) 一 下 QC), 就 可 以 注意 到 , 这 个 集 


图 3.5 图 G 及 其 关联 集合 合 是 互相 不 具有 共同 边 ， 即 所 谓 互 
质 的 两 个 边 集合 {ce} 与 {f, 9} 的 并 集 , 且 队 个 集合 都 是 割 集 。 即 
903) = (e, e, f, 9}= (e, e) U (f, 9), B (e, el (f, 分 分 别 是 他 
HAR MN ra 2 Н, И ИНЕТ E32 REA 
ЕУЛИЕ, ТЕШ GUB EHE REDUX v Ki 
关联 集合 为 QOO, AER Жш Обо), ИН o, 留 下 成 为 孤立 
点 ,所 以 连通 片 至 少 增加 一 个 。 锁 车 此 时 有 形成 几 个 连通 片 , 那 末 其 
中 每 一 个 连通 片 在 原来 的 图 经 中 与 顶点 ©, 之 间 所 联接 着 的 边 的 
全 体 就 成 为 一 个 割 集 。 因 此 , 连 搂 各 个 连通 片 与 顶点 b 的 边 的 集 
合 ,就 分 别 成 为 割 集 ， 而 且 是 互 质 的 。 这 是 容易 明白 的 。 注 意 ,这 
个 结论 ， 即 使 对 于 不 连 台 的 全 也 是 成 立 的 。 请 读者 自行 作出 严密 - 
的 证 明 ( 参 阅 习 题 [51)。 

再 者 , 像 图 3.6 那样 的 完备 图 中 , 任 一 关 
联 集合 都 是 制 集 (参阅 习题 [6]) 。 
Bux ‚ЖЖ ЗЫК Ж АЖЕН ЖЗ ` 
在 图 3.2 RAGH, Q= (a, b, в) 是 一 个 车 
集 , 车 从 中 去 掉 这 个 割 集 ， 则 如 图 3.4(c) mas ZAMU 
所 未 那样 形成 包含 顶点 1.0 的 连通 片 和 包 ”关联 集合 都 为 齐集 ) 
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人 省 顶点 3.8、4、5 的 另 一 个 连通 片 。 在 那里 ,车 取 顶点 1 与 顶点 6 
的 关联 集合 的 环 和 ( 申 ) 王 ， 即 根据 OEG) = (z, dOd, b, 
分 的 演算 ， 则 或 者 一 个 连通 片 内 没有 边 ,或 者 成 为 Q(1)Q(6) = 
(a, b, e), 这 水 是 刚才 说 过 的 割 集 @。 完 全 同样 , ADG 
8(4)@8Q(5) = (а, b, е) =Q。 这 样 ， 任 一 割 集 都 可 用 关联 集合 的 
环 和 来 表示 (但是 ， 玫 示 方 法 通常 不 是 唯一 的 )。 这 个 重要 性 质 如 
作 如 下 证 明 。 


[2] 用 关联 集合 的 环 和 表示 蔬 集 


现在 , 设 = (0,,9,,7,94),01 2 07 О, = (0, 9, b Y= 
Unas Vias, tn) 于 是 ,有 
EKo} x ФЕС о) x (NO ФЕС) x (08) 
= Ё({®,, у, On} X (91, Vasy 089) ) = Q (3.2) 
XE, EQ) x Q1) 3E UR, w 与 其 他 顶点 辣 的 边 的 雇 合 ,所 以 是 
@(o)， 其 他 也 完全 同样 。 因 此 , 式 (3.2) 可 改写 为 
QODDI -- Ф000) = E(Q, x О) (3.3) 
这 个 式 子 表明 , 任 一 割 集 都 可 写成 关联 集合 的 环 和 。 
然而 ， 若 到 全 部 顶点 的 关联 集合 的 环 和 ， 则 将 完全 成 为 空 集 
《为 什么 )。 换 言 之 ， 连 通 图 他 的 任意 顶点 的 关联 集合 的 环 和 等 
于 其 余 顶 点 的 关联 集合 的 环 和 。 其 证 明 只 要 水 用 公式 (3.2) 就 行 
了 。 


两 个 关联 集合 的 环 和 一 般 不 成 为 关联 集合 ， 两 个 割 集 的 环 和 
一 般 也 不 成 为 割 集 。 但 是 ， 若 把 制 集 或 者 互 质 割 集 的 并 集 作为 一 
个 元 素来 考虑 ,对 由 这 样 的 元 素 组 成 的 集合 进行 四 运算 ,就 构成 数 


+1 Ө, exclusive or ($R) ving sum ( 环 和 )。 
*2 参阅 习题 [ 7 ]。 
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Lan pr M 
УЗЖ ZI) Ho. 等 将 在 下 一 章 学 习 。 


[3] 分 割 特定 的 两 个 顶点 的 割 集 的 算法 


由 于 任 一 割 集 都 可 从 关联 集合 得 出 ， 所 以 从 所 有 着 集中 仅仅 
移出 分 割 特 定 的 两 个 项 点 的 割 集 这 种 目标 是 能 达到 的 ， 但 工作 量 
很 大 。 因 此 ， 下 面 说 明 一 种 稍微 简单 的 计算 分 割 特定 两 个 顶点 的 
HROTE. BEREGAN AIA DAR 1, 2... . n 编号 ， 
打算 分 割 的 两 个 顶点 为 站. 3。 这 时 ,分 割 i 与 ;的 割 集 ,通过 一 直 
包括 @( 人 的 .9(05) 以 外 的 关联 集合 的 可 能 组 合 与 QC 让 的 环 和 , 接 
下 式 求 得 。 

Qa) 

RODA) 

UDDU) 


— 


(3.4) 


RODEM | 
ROPO) | 
1 


QIOXGQUX9--6QG- DEG + DAD) 
在 式 (3,4) 中 用 @( 力 代 苦 QUD UE TI DUIS OPA 了 去 置换 也 可 


*1 жайлата (Фо), 
(1) 对 于 所 有 的 Qr, QVE (Q0 , Q/0Qx = DUELU). 
(2) 对 于 所 有 的 Qj. Or, 9:090), UDUD) = (0/091) Өөн, 
(8) 单位 元 ,存在 e (Q0, SPPSURTO UEU, Q2 = Qi. 
(4) 对 于 所 有 的 QrC (QU 3675002 )36,9;9 (9 = 27, 
*2 04475, ЖЖ А АОН ЫК ODE, 能 生成 全 部 可 能 的 割 
азга Е 
* 3 详细 内 容 可 参阅 参考 文献 S)，pp. 186—194, 
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以 )。 可 以 证 明 ， 上 式 的 各 个 集合 就 是 分 割 顶点 与 顶点 ;的 荐 
集 , 或 互 质 的 几 个 割 集 的 环 和 *。 也 可 得 知 , 当 像 后 者 那样 成 为 害 
集 的 并 集 时 ,其 中 只 有 一 个 集合 是 分 割 š 5 J БИШЕ, ЖА БИЛЕ 
EDI FERES TONO Er 2 
的 集 全 去掉 ， 便 得 到 纯 粮 分 割 4 和 了 的 Q «ГҮ. 
割 集 。 让 我 们 对 图 3.7 中 的 图 Ө, ЖЩ 
PULSES SLT 998, 
算式 (3.4)。 设 $=1, j2 4,0 ms: оше 

QC) - (a,5,0) 

QONDU) = (2,5,0) 9 (2,4, f) - (6,0,d,e, fy 

QDE) = (2,5,7) 8 (5,0, д} = {0,0,8,9} 

9029905) = (2,5, (6f, 9,8) = (2,5, f, gh) 

Q06Q00Q() = {8,0,0,0,f} O(0,d,9) = {0s0,f,9} 

@а)@@‹2)®@(5›) = {5,о,4,е,/у@(о,/, 9,8) 

=(b,d,e,g,hy=(b,d,gyU {e,h} 

Q(1569()6Q0) = {а,е,4,у}®{е„/,я,Ву = (a,d, fsh} 

@а)@0(2›@0(3)@@‹5) = Q4) = 6,8) 

在 上 列 第 ARTH, Ао, h) 这 样 的 一 个 分 割 顶 点 1 与 顶 
点 4 的 害 集 (最 后 的 式 子 )。 记 以 , 除 此 式 以 外 ,其 它 全 都 是 分 割 顶 
点 1 与 顶点 4 (98048. 

[例题 ]1 对 于 图 3.3 的 图 G,， 试 确定 下 列 边 集合 中 哪 
жат (а) (9, 5), (b) (6,0,0), (e) (e,e,f, 9), 
(d) (e,g,hy, 

HRI 首先 , "CG) =5, C) REULG as HO a 与 边 5 写成 
G- (а, 5}( 以 下 相同 )。 册 图 3,8(a),G- (a, Бу ЖОШ НК 


*1 参阅 参考 文献 8)。 
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6 
(a) G-(«8à — (b) G-(he2 (en 人 ee 有 中 (4) Gleg M 
图 8.8 例题 1 

没有 变化 ， 所 以 不 是 割 集 。(b) G- (5, e,dy 的 图 如 图 (b) 记 示 ， 
铁 为 4, 且 不 论 把 fp, о, 分 中 己 一 条 边 加 到 图 (b) 上 上 ,都 为 连通 图 ， 
其 秩 为 5, 所 以 ,{6, e, PERR. (с) @-— (0, e, f, 9} 的 图 如 图 
(0) 所 示 , 秩 为 3, 因 此 不 是 制 集 。 但 是 ， 却 成 为 互 质 的 割 集 {e, e) 
KAR, 9}) 的 并 集 。(d) @— (с, д, 了 的 图 是 图 (4), 其 秩 为 4， 
在 集合 (e, я, 耻 中 有 {9g, 加 这 样 的 割 集 ,所 以 Ce, gh) PERR 

[例题 ]2 试 证 明 ， 对 于 连通 图 ,所 有 顶点 的 关联 集合 的 环 种 
为 空 集 。 然 后 用 适当 的 图 来 加 以 检验 。 

5 证 明 ] 车 设 连通 图 绎 的 顶点 数 为 %, 则 有 nn 个 关联 和 集合; 由 
于 他 的 任 一 个 边 总 是 关联 在 两 个 项 点 上 ， 所 以 这 个 边 在 ”个 关联 
集合 中 分 别 包 含 在 两 个 顶点 的 关联 集合 内 。 因 此， 好 的 各 个 边 在 
印 个 关联 集合 中 总 是 出 现 两 次 ， 且 分 别 包 含 于 两 个 不 同 的 关联 集 
会 内 。 对 于 这 种 情况 , 若 把 % 个 关联 集合 当 作 一 个 集合 , 则 成 为 由 
相 周 的 边 组 成 元 索 ， 且 有 两 个 同样 的 集合 。 记 以 ”个 关联 集合 的 
环 和 成 为 空 集 。 

【例题 3 对 于 图 3.2 的 ©, RERE Q.= (5, e, dy, Q= 
{ese} Q. = (5,d,0),Q, = Cf, 由 用 适当 的 关联 集合 的 环 和 来 表 示 。 

[解答 - 把 项 点 宇 的 关联 集合 表示 为 ӨЧ), WN 

9, -Qi06Q0) 

9 -Q()6Q90)6Q) 

Q.- Q(6) - 9(01)0002)00(3)00(4)99(5) 
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Q,-Qu0 =@(1›®@(2)@@(3)Ф0@(5›@@(6) 


зз 关联 矩阵 
[1] 关联 矩阵 定义 


若 把 边 与 顶点 是 否 相连 接 用 “0" 与 “1 丙种 数值 来 表示 ， 就 能 
盟 矩 阵 表示 关联 情况 。 这 种 和 矩阵， 确切 地 说 叫做 项 点 - 边 的 关联 
矩阵 (node-edge incidence matriz)， 一 般 简 称 为 关联 矩阵 〈inoci 
dence matrix), RAMLAN AIHE, ARRARIR 
S.I TEE ‚ЕТИ De E t CREARE PNE E — у, 4 
图 由 好 几 个 连通 片 组 成 时 ,以 下 的 讨论 可 以 原封 不 动 地 扩展 。 记 以 
在 本 节 中 只 讨论 没有 孤立 点 和 自 环 的 无 向 连通 图 。 

假如 把 顶点 分 配 于 各 行 上 ,而 把 边 分 配 于 各 列 上 ,那么 所 有 的 
边 与 顶点 的 联接 关系 就 能 按 下 述 方法 表示 。 现 设 图 GG 的 项 点数 及 
HADNA n, 5, WETERAN n 17 b IERE С HE AO 
Ж ЕЕЕ. BEA 的 (i, DRH tM 

m={ 当 边 j 了 与 顶点 关联 时 
0 ”其 他 情况 (ej 不 与 项 点 关联 时 》 

例如 ,对 于 图 3.9(n) 的 图 ,可 得 图 (b) 的 关联 簿 阵 。 
此 例 是 把 顶点 与 边 技师 序 编号 书写 的 ， 

AERE — BUR DLAS ICA А 


а b e a в 

HE: 1 1 0 0 
A=20 1 0 1 1 
e s|? 0 1 1 1 
441 0 0 0 0 


(аа (b) е A. 


图 8.9 Жл ЫИ ЕЕЕ ОВЧЕ ОИ А ОКС Ф.Н 
降 越 天 ,但 由 于 把 图 用 代数 方法 处 理 ,所 以 变 得 方便 
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其 次 ,让 我 们 看 -一 下 关联 抵 阵 的 意义 与 特征 (图 3.10 )。 由 于 
A, 的 行列 未 有 没有 边 与 该 行 所 代表 的 顶点 相关 联 ,所 以 若 把 该 行 
的 元 素 全 部 相 如 , 便 得 出 该 项 点 的 次 数 , 即 表示 与 该 顶点 相关 联 的 
边 数 。 


a b c d е 将 备 行 中 的 元 卫 全 部 相 如 ， 
W doo 0 ос SETANE 
A?|9 1 0 1 1 та 
so 0 1 1 1 
ala o o o 0] 4953 
kamag 2 2 2 i 2 ©“! 
женні» 
вло А, 的 特征 
а 5 e d в a b е 4 e 
iri i 1 0 0 iri 1 1 0 0 
ЖЕННИ i oaa] 
310 0 1 1 1 ji o 0 on 
451 0 0 0 0 


Аз 的 任 一 行 可 从 其 余 行 简单 地 得 出 ， 
六 而 是 多 余 的 ,可 以 去 掉 。 
Wsi 图 台 (图 8.9 ) 的 基底 关联 矩阵 


另 一 方面 ,由 于 边 通 常 有 两 个 端点 ,所 以 ,在 А, 的 各 列 中 ,每 、 
列 总 艳 在 两 个 “1”。 这 一 点 意 昧 效 , 若 在 各 列 中 将 全 部 元 素 以 2 为 
模 * 进行 相 加 ,通常 就 表示 为 “0”。 因 此 ,车 将 全 部 行 相 加 , 便 形成 
仅 出 “0? 组 成 的 行 。 故 任 一 行 的 各 元 素 都 可 从 该 元 素 所 在 列 的 其 
余 元 素 相 加 得 出 。 在 数学 上 就 说 这 一 个 行 从 属于 其 他 的 行 。 从 关 


*1 以 2 为 模 的 趣 法 (与 环 和 的 算法 根 网 ): 
0+0=0, 0+1=1, 1+0=1 
1+1=0 Лару "2" Е 0) 
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联 失 阵 中 去 掉 这 种 多 余 的 任意 行 之 后 的 矩阵 〈 写 作 А) 就 叫做 基 
底 ( 既 约 ) 关联 矩阵 (basis incidence matrix, reduced incidence 


matrix), ER fS] Su E PORE, 


[21 计算 关联 矩阵 的 秩 的 预备 知识 


想 要 计算 关联 矩阵 的 秩 ， 事 先 必须 作 下 列 淮 备 。 设 连通 图 弛 
的 任 一 边 的 端点 为 š. j. 将 这 个 边 短 接 , 储 若 形成 自 环 , 就 设 去 掉 
这 个 边 之 后 所 得 的 新 的 图 为 Gil = Охо), М 3.12, BERE, Guo 
的 关联 矩阵 就 等 于 ,在 @ 的 4s 中 ,以 2 ARR š 行 加 到 3 了 行 上 ,去 


所 保留 下 来 的 子 和 矩阵 。 这 一 点 可 证 明 如 下 。 


2 2 
а, а 
jd d 
PAANS => ° = ° 
y gis AGC EDITI) 1G) 
е, зв | d 
4 4 
с ç Go 
а b е d е 
ifi 1 00 0 
eua-ii PO pipe 
410 0 0 0 1jf 
把 第 1 行 如 到 第 8 行 上 
c b e d 6 
1fL 1 0 0 0 225410 
2/1 0 1 1 0|>Go 的 4=13 1 1 1 1 
=1(3 1 0 1 1 1 юм 0 1 
4L0 0 0 0 111 416 0 
ARE LIME b Fl 
图 3.13 两 个 顶点 短 接 后 , 若 形成 自 环 ， 从 原 图 的 关联 乱 隆 求 去 掉 这 种 
自 环 后 的 图 的 关联 乱 阵 的 过 程 


@ 原文 为 1 行 , 似 误 ,一 一 译 少 
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А, 的 宇和 行 加 到 了 行 上 时 的 了 行 ， 习 惯 上 由 做 DI T 
行 0955Ж [ша +@](#= 1, 2,56, D) 就 咸 为 下 列 二 种 情况 之 
1 在 G 中 , 边 ex 或 是 与 顶点 0, 或 是 与 顶点 了 
Фа + Gi -f 关联 时 
0 在 人 中, 边 6z 与 和 5 两 个 顶点 都 关联 时 ， 
或 者 边 o ERATA i ЗК, 7 5 j 
联 时 
车 把 由 于 将 以 ,5 为 两 个 端点 的 边 短 接 而 形成 的 新 的 顶点 设 为 
EG) E еъ 与 公分 关 联 的 情况 ,或 是 (D es 以 顶点 ФС а 
环 , 即 在 好 中 ex 的 两 个 端 虑 是 对、 了 35 或 是 (让 ex 与 顶点 下 了 之 一 
关联 善 。 因 为 通过 得 接 而 形式 的 角 环 被 去 掉 了 ， 所 以 必须 把 0D 
行 中 变 为 零 值 芍 元 崇 所 在 的 列 去 神 。 假 如 出 于 短 搂 而 使 关联 于 顶 
点 “的 边 改 变 为 关联 于 顶点 G), MRI i АНИК. BA 
IG) GEL 0115 J TERUBBCRUSTI PEEL QD TPSERCT. Go 的 
顶点 D. ЖИЦИ P, FORERO FORD, 59—710, Ego 
б КВОТА 2830038 T ҮЭ ИЕНЕН E XB BUTS Xo e 
化 ,因此 , 行 与 了 行 以 外 的 行 ,在 Gao 中 与 在 8 中 都 相同。 

Ж Gun 的 关联 矩阵 就 等 于 经 过 下 列 变化 遇 得 到 的 子 矩 阵 ; 首 
жазо A, 中 把 5 行 与 7 行 相 加 (以 2 Ans DORH i 17; 
《3) 把 了 行 中 出 非 零 变 为 零 的 元 过 所 在 的 列 全 部 去 掉 。 这 样 , 就 
得 出 对 应 于 图 的 两 个 忒 点 的 短 搂 和 对 关联 矩阵 的 处 理 的 下 述 定 
理 。 


їз] 关联 矩阵 的 多 
具有 ?个 项 点 的 连通 图 的 关联 抱 隆 的 黎 汐 a- 1, ы ERR 
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让 我 们 来 证 明 一 下 。 著 将 图 他 的 关 联 和 矩阵 А, P n 行 全 部 四 
涓 ， 则 其 元 素 全 部 为 零 (以 下 加 法 全 都 以 2 ЖШ), BEDA AREE 
的 秩 的 定义 ,A ШЖ CAL) «n, RT 
r(A, <ъ- 1 (3.5) 
ИСТИ PERO AU АЛЕ АЗЕ ЯТСА) 1。 在 连 
通 图 的 A, 中 ,各 列 中 元 素 1 总 是 有 两 个 ,因此 (假如 必要 的 话 ) 能 
够 将 A, 的 行 与 列 适当 变换 ,重新 排列 ,而 使 第 (1, DERRI H 
结果 为 


fj — — pL 
тоо L TRAAN on 相同 。 


(3.6) 


АФ=%(%) 


(3.7) 


X (8.7) РШЕ 入 "5， 根 据 前 述 性 质 ， 是 Gae 的 关联 矩阵 。 
Guuw 也 是 连通 图 ， 所 以 车 由 ASAP 的 处 理 过 程 一 样 进行 行 列 
变换 ,把 Ас» 的 第 (1,1) 元 素 ， 即 АЭ 的 第 (2,2) 元 素 变换 成 1， 
则 成 为 式 (3.8)。 即 
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在 Gran 中 ,有 与 en 并 联 的 边 时 
—Ə 


i 
E EN Li d 
i 
| 
1 


$ (pl Jn Аг» | 0 | ° 


(3.8) 
AC? 是 在 前 面 的 图 Gum 中 把 两 个 顶点 f, 6, 788, 假如 有 自 环 
就 将 其 去 挤 后 所 得 的 图 的 关联 矩阵 。 再 者 , 久 、 色 即使 是 前 面 短 接 
时 所 形成 的 顶点 各 ( 刀 ) 也 可 以 。 这 样 的 处 理 ， 一 直 竺 续 到 最 后 图 
变 成 弧 立 点 。 所 以 ,假如 最 初 的 图 经 有 个 顶点 , 那 末 对 矩阵 当然 
要 进行 n~1 次 变换 。 因 此 , 最 后 成 为 合 有 以 n— 1 MARRA 
ТРЕЕ, 


en ep обе" бы се Oh 
+71 
.. °| 
Age ` | ‹з.9) 
报 据 行列 式 的 秩 的 定义 ， 可 知 
т(Ар>а-1 G.10) 


. dn 


故 根据 式 (3.5) 利 式 (3.10), 得 r(A) =п-1, (证 毕 ) 

所 谓 连 通 图 Gf 的 关联 矩阵 的 秩 是 m1, 就 是 意味 着 , 若 以 前 
面 的 证 明 为 便 , 则 由 式 (3.9), 相 对 于 А, BWA b, ases baa 的 
HAR T, Too, uas 是 独立 的 , 剩 下 的 行 向 量 (4) 就 是 属于 多 余 
的 行 向 量 “。 可 是 ,只 要 适当 编排 短 接 顶 点 的 版 序 , G 的 任意 顶点 
就 都 可 成 为 最 后 余下 的 顶点, 即 无 论 包 一 个 顶点 都 能 形成 式 (3.9) 
的 最 后 一 行 各。 因此 能 够 得 出 结论 ， 连 通 图 的 关联 矩阵 中 任意 一 
行 都 是 从 属于 其 祭 的 (n 一 1 行 的 ( 即 , 在 此 连 还 无 向 图 中 ， 将 (8 一 
纪行 全 部 相 加 , 即 可 求 得 )。 故 从 连通 图 的 关联 矩阵 中 去 捧 任 总 一 
行 后 所 得 的 子 矩 阵 《 以 A 表示 ) 的 秩 为 %~1。 根 据 这 样 的 理由 ， 
一 般 都 使 用 从 А, 中 去 掉 一 行 后 的 基底 关联 矩阵 汪 A, ARKIT 
斯 代表 的 顶点 明 做 参考 顶点 (reference vertex), 

这 种 关联 矩阵 ,特别 在 第 五 章 要 应 用 。 


[4] 基底 关联 矩阵 的 最 大 阶 数 季 和 矩阵 与 树 的 关系 


在 2.2 节 已 说 明 过 ,在 连通 图 中 ,有 “ 树 ” 这 样 的 特殊 子 图 ， 并 
暗示 树 与 图 的 秩 之 闻 也 存在 着 密切 芍 关系。 现在 ， 设 连通 图 G 的 
顶点 数 与 边 数 分 别 为 %.8。 虽然 对 什么 是 树 尚 未 作 过 严格 的 定义 ， 
但 从 图 2.11 的 例子 也 可 以 知道 , 所 谓 树 就 是 含有 % 个 顶点 与 4 一 
1 条 边 的 如 的 连通 子 图 。 

对 于 图 2.11 的 连通 图 9, 若 以 顶点 3 作为 参考 顶点 ， m 
如 下 的 基底 关联 矩阵 。 


*1 用 代表 行 的 编号 的 字母 上 带 有 一 模 来 表示 。 
*2 通常 所 说 的 关联 矩阵 ,就 是 这 个 基底 关联 矩阵 。 
. 49. 


A 的 可 能 的 最 大 阶 数 子 给 阵 是 以 下 六 个 ， 


& b а о 
WG ol ДҮ] 
а d b c 
as А i 
b d ° d 
Ais а] sl 1] 


BWA- FARRER ITAR АА, | 9, 1A, 0, An) 天 
9, (Amd #0, 145,10, 141 =0。 看 一 下 行列 式 不 为 零 的 最 
大 阶 数 子 矩 阵 的 列 所 对 应 的 边 ,就 可 看 出 ,在 Am 中 {2, Бу 是 树 ， 
Am 的 (a, 中 也 是 树 。 最 后 ， 只 有 和 Ans 的 列 对 应 的 边 不 成 为 
树 。 在 图 2.11 中 ,对 应 于 Ams Ans Ams AOE h ЯГ 
UT, Ts, T, 表示。 

XU, SÉNEXUBUBPE ЕКОН ИСТОН БПИ ТИШ 
A, ВИАН УВЕ А Б, УРЕК ИТН 
阵 的 边 集 合成 为 树 的 完 要 条 件 是 , А ШК ИС A PEB ETT 

我 们 运用 至 今 所 学 到 的 知识 ,首先 证 明 必要 条 件 。 设 A 的 最 
大 阶 数 子 矩阵 为 4 假如 对 应 于 An 的 列 的 边 集 合 是 树 , 便 说 明 
(Anl #0, ш АД n—1 行 ， 这 些 行 不 仅 代表 @ 的 除去 参考 
顶点 以 外 的 顶点 , 周 时 也 是 树 的 顶点 (去 掉 参 考 顶 点 ), 所 以 A, 是 
树 的 (基底 ) 关 联 矩 阵 。 然 而 ， 由 于 图 的 秩 与 该 图 的 关联 矩阵 的 秩 


* 工 正则 的 最 大 阶 数 子 矩阵 А» HIAR] An) =I ARDEA). 
* 50>» 


MG, URA m- 1), И rA =n~1 的 An XE n7 1r 
WAPE, ТА, 0. 
奖 于 充分 条 件 的 证 明 ,作为 本 章 的 习题 吧 ( 参 阅 习题 [11])。 


3.4 H $ RE FE 
DD ЮЕШ ЕХ 


TRZY B КЕРЕЗ О ЯЕ г, BEDEA ЖЭШ ҮН, 
首先 ， 把 割 集 及 互 质 的 几 个 车 集 的 并 集 作为 行 ， 另 一 方面 将 边 对 
应 于 列 。 能 够 像 下 面 那 祥 决 定 其 元 索 qu 值 的 矩阵 О, = [quae 
叫做 割 集 炬 阵 (cut-set matriz)。 这 里 2 是 割 集 及 互 质 的 牢 集 的 并 
ЯЛ, 是 边 数 。 

qu- ( 1 GRA е, 包含 于 割 集 或 互 质 的 割 集 的 并 集 š 之 中 时 
o ”其 他 情况 

在 图 3.13 的 图 中 ,四 个 关联 集合 (也 是 割 集 )@(1).8(2) QC), 
QUO, 9101 @@、8.， 但 由 于 互 质 的 割 集 的 并 集 Q, = 9000 
RO = QQ(4)， 所 以 得 出 作为 这 个 割 集 矩阵 的 式 (3.11)。 

e e 

0 
0 
1 


1 | (3.11) 
1 


0 
1 
1 


G 
QRO 1 
Q,-QG) 0 . 
Q,-Q) 1 
Q,- @,=@(4) 0 
Q, 1 
Q 0 
% 1 


e= юш кю ө о ы = 
кю о жою оҥ ө 
= = о о © = = а 


*1 Dp ХИНЕН ЕТИ BATRAN n ОШЫЙ, БЕКУ; 271-1 
(PAJA 8 D. 
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маде As, MURKS mS 
割 集 的 并 集 均 容 易 看 出 。 藻 图 为 复杂 
的 , 则 必须 依 洁 代数 的 或 其 他 的 方法 。 


图 8.13 ЖШШЕ PRU ARCET P E SOEUR ERROR) 


[giae nne peces ат]. 


[2] 齐集 矩阵 的 秩 


割 集 矩 阵 的 秩 是 多 大 呢 ? 当 连 通 图 @ 的 顶点 数 为 时 ，Q 的 
MRE О. 的 秩 是 љ- 1。 对 这 一 点 可 作 如 下 理解 。 如 已 经 说 过 
的 那样 ,由 于 G 的 关联 集合 是 割 集 或 互 质 的 几 个 割 集 的 并 集 , 所 以 
Ө ЖОЕ А, Eu sik S Q, B, МК 

т(Оу;>п-1 (3.12) 
385—356, B CTS EARRA ЖЖАЖО, Pr 
以 Q, 的 任 一 行 应 为 代表 关联 集合 的 那些 行 的 线 狂 组 合 。 由 此 


r(Q)<n-1 (8.13) 
根据 式 (3.12) 和 式 (3.13), 得 
rQ) =n-1 (8.14) 


О, 的 秩 为 %~1。 这 意味 着 ,Q。 的 任 一 行 可 从 Q, 中 独立 的 % 一 1 
行 (例如 基底 关联 矩阵 ) 求 得 。 因 此 ， 从 市 集 矩阵 О, HH n-i 
行 的 子 矩 阵 Q, ИТНЕ n1 时 ， 一 般 就 把 О m 
EXE RISE CERRADA BE (basis cut-set matrix), H 
于 Q 包含 了 Q, 的 全 部 信息 , 所 以 多 使 用 Q, 特别 在 应 用 中 不 至 


*1 通常 所 说 的 割 集 矩 隆 就 是 这 个 基底 割 集 短 阵 。 
. B2 + 


发 生 混乱 的 情况 下 ,多 把 基底 制 集 矩 阵 只 说 成 割 集 矩 阵 。 


例如 ,在 式 (3.11) 的 Q, 中 


коюы ы с о ою с 


e d e 
0 1 0 
1 1 1 (3.15) 
0 0 1 
e d e 
0 1 0 
1-0 i (3.16) 
0 1 1 


1 (AORDI) 
0 ADDA) 
ADRS) 
12-Q0)6Q) 


m 


а 

еар 

овај» 

60911 

@ 

Qu 1 

Qu-Q, |1 

©, Lo 

ҖАЕ СОАК EE, 
a b с d 
QUpi1 1 0 1 
©0210 0 1 1 
Q3 1 0 0 0 
Qo 0 1 O 
Q [1 1 1 0 
Q |o 1 0 1 
Q L1 0 1 1 

图 8.14 


沙 在 基底 拓 人 矩阵 中 找 出 基 谨 关 联 矩阵 , 叫 不管 图 怎样 复杂 ， 
ЖИЕ ИШ ПЛ ЕЁ, ЖО 的 行 向 县 的 所 有 可 能 的 组 合 ， 
通过 以 2 为 模 的 运算 形式 ,就 能 求 得 全 部 割 集 


ERRER О, АЯР Q rh, 虽然 行 的 全 体 不 一 定 
RENFE Q 的 秩 必 定 是 %- 1。 由 于 О, 的 全 部 行 都 可 以 用 对 
应 的 图 的 基底 关 联 矩 降 A 的 行 的 线性 组 合 来 表示 ， 所 以 ,当然 也 
可 以 从 AGRAR Q, 并 且 秩 是 m 一 1, Bt rCADARIBI, М, ER 
ЖЗНЕ Q 可 用 适当 的 (a 一 1) 阶 的 正则 和 矩阵 DOD] 40) 


АВЖ, 
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Q-DA (3.17) 
这 里 , HARER O 


t 71 1 

] 
QGQD[11010 1 0 0]11 0 1 07090) 
Q |1110 0/=]|1 1 0/0 0 1 1 0&2 
Q [010 1 1 101/1000 1063) 


图 8.15 Q-DA 的 意义 
Q 的 第 工行 是 原封 不 动 的 取 自 А 的 第 工行 
{ Q 的 第 2 行 是 А 的 第 工行 与 第 2 行 之 和 } 
Q 的 第 8 fr A 的 第 工行 与 第 8 行 之 和 

作为 典 狸 的 基 雇 ( 既 约 ) 制 集 和 从 隆 的 例子 ， 除 了 前 述 的 关联 乱 
降 外 ,还 有 基本 @ ЖЕРЕ 之 类 的 矩阵 。 

[例题 ]1 在 图 3.12 中 , 试 求 Go 的 关联 矩阵 。 

[解答 ] 因为 人 Fw 是 将 顶点 1.4 短 接 后 的 图 , MUEG HR 
KERE А, 中 把 顶点 1 的 行 向 量 ( 图 中 第 1 行 ) 加 到 顶点 4 的 行 向 
量 ( 第 4 行 ) 上 。 在 新 的 1 (人行 上 没有 变 成 2 的 元 素 , 所 以 不 形成 
路 径 , 且 这 种 情况 下 只 要 去 掉 第 1 行 就 可 以 了 。 因 此 ,G:c 的 关联 

а b 

2 1 0 
4-3 Ë 1 
1 


ЖЕ 
в 
° 
] 
HOP 1 1 


[例题 ]2 从 式 (3.15) 及 式 (3.16) 的 各 割 集 矩阵 ， 试 检验 式 
ЗОНАТА ЕНА SS H Ho 
CRR] 下 面 实行 以 2 为 模 的 加 法 。 


4 
1 
1 
0 


о кю кю б 


O кх, UR. RE 
*1 参阅 4.4 节 。 
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G) 从 式 (3.15) 的 Qi 18 
Q,-1-QO) +1.002) +1.Q035 
б,=1-+0(1) +1-0(@у +0.Q035 
б,=1.0@) +0.0у+1.0(5) 
Q,=0.Q(D +1-0@(2) +1.0035 


RD 
GD 从 式 (3.16) 的 zi 得 
Qo 
Q, = 1.00) +1.0,+0-0, 
Q,-1.Q0) +0.0,+1.9, 
Q,-1-Q0) +1-0,+1.@, 
Q,-0-QQ) +1.0,+1.0, 


3.5 ”有 向 图 的 矩阵 表示 


在 本 节 中 ， 学 习 有 向 图 的 关联 手 隆 与 莽 集 矩阵 的 表示 法 。 有 有 
向 图 的 定义 与 福 质 女 无 向 图 的 情况 几乎 相同 ， 叭 一 的 区 别 是 存在 
边 的 方向 问题 。 

在 无 向 图 的 矩阵 中 ,采用 {0,17 两 个 数值， 实行 以 2 为 模 的 加 
法 。 相 对 于 此 ,在 有 向 图 中 为 了 表示 过 的 方向 ， 用 {0,1, -1 三 个 
数值 ! 对 于 矩阵 的 秩 的 计算 , 按 通 常 的 实数 运算 。 


[1] 有 向 男 的 关联 矩阵 


对 于 具有 5 条 有 岗 边 ”个 顶点 的 连通 有 向 图 所 其 关联 矩阵 
A, 是 ”行列 且 像 下 面 那样 确定 其 元 素 。 设 A= D941,24 3 0, 
1, 一 工 中 的 名 一 种 ,取决 于 下 述 的 联接 关系 。 


*1 所 谓 有 向 略 是 连通 的 ,就 是 指 怨 政 边 的 方 尚 后 的 无 向 图 是 连通 的 。 
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1 ще 与 顶点 联接 且 边 的 方向 为 从 顶点 指 
向 其 他 顶点 时 
ay=4~1 当 边 6 与 顶点 联接 且 边 的 方向 为 从 其 他 顶点 
指向 顶点 时 
0 жо ЖУА Ж 
例如 ,图 3.16 中 ,有 向 图 的 关联 矩阵 为 
a b ° d в 
1 1 0-1 1 0 
2|-1 1 0 0 0 
А | o-i 1 0-1 
4 9 0 0-1 1 
в b ) d в 


1[1 0-1 1 0 
А= 310-1 1 0 -1 
410 0 0-1 1 


1 行 +8 行 +4 行 zs[1 -1 0 о 0 
将 A TARAWERA- 1) 便 得 参考 顶点 3 的 
пав 

图 8.16 有 商 图 及 其 关联 矩阵 


有 向 边 通常 具有 两 个 端点 ， 所 以 关联 答 阵 的 各 列 通常 存在 一 个 
1 和 一 个 一 1, 且 车 将 每 列 的 全 部 元 索 相 加 便 成 为 0。 


连通 有 向 图 的 关联 矩阵 4。 的 秩 为 nl1 〈 在 3.3 节 已 经 证 
明 ， 无 向 连通 图 如 果 有 %# 个 顶点 ， 则 其 关联 矩阵 的 秩 是 n— 1。 在 
有 向 图 的 情况 下 ， 用 和 无 向 图 完全 相同 的 方法 也 能 证 明 。 希 望 读 
者 自行 试 证 )。 从 连通 有 疝 图 的 A, 中 去 掉 任 意 一 行 记得 BJ + N: 
Fic С Ud ELI E TR OE OSEE COL А Ж), 去 掉 的 行 所 代表 


* 1 通常 所 说 的 关联 矩阵 就 是 这 个 基底 关联 矩阵 。 
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"DUI EHE TUS. PEMA. SUSPEN O- DIH 
基 基 线性 独立 的 ,4 的 任 一 行 从 属于 其 余 的 行 。 

在 无 网 图 的 基底 关联 矩阵 中 ， 其 正则 的 最 大 阶 数 子 答 阵 的 行 
列 式 是 1 (以 2 为 模 , 但 在 有 向 图 的 情况 下 , 孝 成 为 1 或 -1 证明 
见 例题 1)。 并 且 这 种 正则 的 最 大 阶 数 子 午 阵 的 列 就 代表 有 向 图 
的 林 ( 或 栓 )。 皮 之 ,如 果 最 大 阶 数 子 矩 阵 A, 的 列 代 表 林 (或 树 )、 
MEPA. = 1 或 ~1, 都 眼 无 向 图 的 情况 完全 相同 。 例 如 , 若 将 
图 3.16 中 A, ШЕ 


a 0 d 


1T1 -1 1 
A.=3|0 1 0 
40 0-1 


网 1Anf = - 1, (а, e, 只 就 构成 树 。 
[21 树 ( 或 林 ) 的 数目 


至 此 ,我 们 可 以 学 习 关于 图 的 树 (或 林 ) 的 种 种 狂 质 ,以 及 基 诬 
美 联 续 阵 的 正则 最 大 阶 数 子 矩阵 眼 衬 (或 林 ) 的 对 应 关系 等 ,那么 ， 
АН, HRAS DRAE? 对 于 这 个 问题 ,可 利用 有 向 图 
的 关联 矩阵 的 正则 最 大 阶 数 子 矩 阵 , 其 行列 式 的 值 为 1 或 ~1， 且 
该 矩阵 的 列 代表 树 (或 林 ) 这 一 特点 , 按 下 式 求 得 答案 。 

ТАА = 有 向 图 的 树 (或 林 ) 的 总 数 

这 个 公式 之 所 以 成 立 , 是 基于 下 列 理 由 。 首 先 , 根 据 有 关 行 列 式 的 
АЖ 

| AA'| = 23A 及 A* BOR BEBURCAK BBC УЗАК 


= È Aml- ASI 


式 中 ,表示 A 中 可 能 的 所 有 最 大 阶 数 子 惩 阵 , 因此 组 合 数 天 是 
EAM 


(у) 


буп, р 分 别 是 边 数 、 顶 点 数 .连通 片 的 个 数 。 

由 于 在 上 式 中 只 要 考虑 正则 的 Am 就 能 解决 问题 ， 因 此 得 出 
TA 

[АА = >] Aud - LAS 

тж, НТА = 1-1,8 Аш]: LAS] 91s An 的 列 代表 
树 ( 或 林 )， 所 以 144:| 表 示 树 (或 林 ) 的 数目 。 具 体 的 例子 见 例题 2。 

再 着 ,这 个 公式 是 适用 于 有 向 图 的 。 因 此 , 想 要 求 出 无 向 图 的 
树 ( 或 林 ) 的 总 数 时 ,只 机 在 图 的 全 部 边 上 随意 加 上 方向 ,利用 得 贞 
的 有 疝 图 的 基底 关联 矩阵 就 可 以 了 。 


Із] 有 向 图 的 割 集 矩 阵 


在 有 向 图 中 适当 去 掉 一 些 边 ， 也 能 把 图 分 成 两 个 部 分 。 从 这 
虑 出 发 就 可 以 定义 有 向 图 的 割 集 。 所 调 有 向 图 的 割 集 ， 就 是 在 忽 
略 该 图 的 边 的 方向 后 所 得 到 的 无 
向 图 前 割 集 中 ， 把 属于 该 淹 乐 的 
边 用 原来 的 有 向 边 去 置换 后 所 得 
的 边 集合 。 例 如 ,图 3.17 中 的 边 
RAD, d, e, f) I G, о, 7) 88 
WEN, 
我 们 已 经 知道 ， 无 向 图 的 割 
мал smewmouerAwm ЖО 可 由 下 式 给 出 ， 
(ир, Брано) О=Е00,х0р= Ехо) 
(8.19) 
EQ, x QD 表示 О, 的 各 个 顶点 与 其 余 的 各 个 顶点 之 闻 的 所 有 的 
边 ，9: 表 示 从 图 中 去 掉 割 党 的 所 有 的 边 之 后 剩 下 的 两 个 连通 子 图 
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中 的 一 个 连通 子 图 的 项 点 集合 。 现 在 ， 让 我 们 在 无 向 图 的 边 上 随 
意 加 上 方向 面 使 其 成 为 有 向 图 。 于 是 ,根据 有 向 图 的 割 集 的 定义 ， 
HERRAN О, 的 顶点 指向 其 余 项 点 的 边 的 集合 与 逆向 边 〈 妇 
从 Qt 指向 Q, 的 边 ) 的 梨 合 的 并 集 , 所 以 有 疝 图 的 割 集 О 为 

Q= Е(0,х QDUE (0х Q.) (3.205 
РИЙ, d, е, PJR, Q7 1, 9, Qi= (2, 4}, 
E(Q,x 00) = (d, f), B(Q1x Q.) = (6, e), ВТ, 很 明显 ， (5, d, 
е, f) = (d, РОО, в}, 

省 向 图 的 割 集 ,根据 定义 ,并 从 集合 论 的 观点 ， 在 本 质 上 跟 无 

向 图 的 割 集 是 相同 的 。 所 以 , 跟 无 向 图 航 情 况 一 样 ,有 向 图 的 任 一 
割 集 都 可 以 表示 成 关联 集合 的 环 和 。 现 设 式 (3.20) 的 0,={%,， 
y, 7, 0а), Oto (om ion， 则 在 数学 表达 式 上 ， 制 集 可 用 关 
联 和 集合 的 环 和 表示 为 

Q= QUDUDIDA Um) (3.21) 


此 处 

Ф000 = Econ x (QD Eo x (GOD (oim) (3.22) 
例如 ,对 于 图 3.17 中 {2,6,6, PGXFERURIAGEUL QUO = EC х 
(2,8, 4DU EQ(2, 3, 4}х{1}) = ZUG, b, е}; 同样 , ӨО) = 
EQ2)x 0,3,40 U ECG0,3,4yx (2D = (00047, 6). ЮЛ, H 
Q(0GQO) = (2, b, «YQ, о, f) = (G, 0, e, 及 表示 的 顶点 1、 
2 HARRA UR DLE 48188, 

ERES AGET EIE Up E T EE EE on 
个 割 集 的 并 集 车 给 出 适当 的 “方向 "。 图 3.18 就 表示 了 这 种 样子 ， 
把 割 集 (或 互 质 的 割 集 的 并 乐 )@ 的 方向 表示 为 从 О, 指向 О, 车 
设 有 向 图 具有 5 Яой ез, Genten Cos AEREE Q, 的 行 就 代 
表 所 有 可 能 的 割 集 与 互 质 割 集 的 并 集 ， 而 列 代表 边 ，Q@Q. 的 (i, p 
ЖЖ чи 给 定 为 下 列 值 ， 

69+ 


在 有 向 图 的 市 集 短 阵 中 ,如 果 不 给 客 集 加 上 方向 ， 
就 无 法 知道 市 集中 的 边 接 峙 个 方向 从 属于 荐 集 


图 8.18 在 有 商 图 中 给 制 集 加 上 适当 的 方 商 
1 36 属于 割 集 ( 或 互 质 割 集 的 并 集 ) 
9,, H. Q, 53 e, 方向 一 致 时 
9y=1 -1 We 属于 割 集 ( 或 互 质 割 集 的 并 集 ) 
Q,, HQ, 5 e АНЕ 
о Жетт Q, 时 
在 图 3.17 中 用 切割 边 的 碰 线 表示 割 集 , 割 集 的 方向 由 第 头 的 方向 
确定 。 例 如 ， 制 集 Q,=Q(2)=15, e, fy 的 方向 取 从 8,={2} 到 
Qi = {1,3,4} 为 正方 向 , 边 5 与 Q, 的 方向 一 致 ,但 边 0 与 Q, EE 


方向 。 这 样 ,此 图 的 害 集 矩阵 为 


Q.=QG) 
Q=) 
Q=) 
Q,- ©,=04) 


9,=Q05@905 -1 
Q,- 900090) 


8 
1 
1 
0 
0 
0 


0-1 


Ф. -Q9099u) -1-1 
EART И LANA B fr KRAKER, MAER HEN 
情况 下 ， 对 应 的 割 集 的 行 向 量 是 否 也 为 关联 集合 的 行 向 量 的 简单 
HAW? 即行 向 量 的 线性 组 合 的 系数 仍 用 {0,1} 是 否 足够 呢 ? 下 面 
用 例子 来 说 明 。 在 式 (3.24) 中 ,Q,= UO BERR 9, Q.. 


* 00 * 


° d 
о 0 
-1 0 
0-1 
1-1 


1 0 
0-1 
0-1 
1 0 


-1 0-1-1 
0 1-1 1 


1-1 


0 0] 


(8,23) 


(3.24) 


Q, 所 表示 的 行 向 量 分 别 为 @@, б, бй б,+0,=111001 
03+[01-100-1]=[12-101 一 1], 不 等 于 和 =[-10 
-10 -1-11, 正确 的 结果 应 是 Q= - Qu Qu. РЕ, ШИЖ 
是 像 式 (3.21) 那 祥 有 个 关联 集合 的 环 和 ， 那 来 对 应 的 行 向 量 的 
运算 应 按 下 面 那样 的 行 向 量 的 线性 组 合 来 书写 。 


0-00) +6002) + бы) = АД) (3.2% 
这 里 , 有 =1 或 -1。 (1<j<m)。 


[4] 线性 组 合 系数 的 确定 


对 于 上 式 的 系数 ,考虑 到 关联 集合 的 方向 与 割 集 的 方向 , 便 可 
像 下 面 那 样 简单 地 确定 。 还 有 ,内 说 的 这 些 方向 ,应 是 与 关联 集合 
和 宙 集 有 关 的 共同 的 边 。 
| 1 关联 集合 ОФ Я О ТИВ. (3 .26) 
-1 关联 集合 UDKA AR Q 097 ТН БСН 
让 我 们 来 确定 图 3.17 MAB. 20 BUE AER D E URGE ЧӨ, = 
(01)@Q(2), 设 
Qs = QU) + 5,02) (8.27) 


和 首先, 着眼 于 QO) Q, 中 共同 的 边 集合 (z, в}, 901) 的 方向 如 
HARBOR, AUR З. 4 到 顶点 1 的 方向 为 正 向 ， 而 Q, 的 方向 与 
Q@(1) 的 方向 相反 ,所 以 Ё, = — 1。 同样 , Q@(2) 与 Q, 中 共同 的 边 集 
dte, fy, Q@(2) 的 方向 是 从 顶点 2 指向 顶点 3.4, 与 Q, 的 方向 
一 致 ,所 以 =1。 从 而 Q,= - ©, + б Е, – 0, S L1 
1001014[L01-100—1]2[-10-10 -1-1], 这 个 
向 量 等 于 Qs 

在 有 向 图 的 制 集 矩阵 中 ， 任 意 一 行 都 可 用 代表 关联 集合 的 向 
量 如 式 (3.25) 那 样 来 表示 ,这 种 情况 下 ,不 一 定 要 假定 行 向 量 是 对 
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行 向 量 ,其 对 应 系数 当 作 0, 于 是 ,人 可 表示 为 


б= PP (3.28) 
但 是 ,在 而 = -1.0 或 1 中 ,就 1 与 -1 而 言 ,应 服从 式 (3.26)。 
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中 无 向 图 的 情况 完全 相间 ， 对 于 项 点 数 为 %、 边 数 为 5 的 连 
通 有 向 量 ,其 着 从 矩阵 的 秩 为 (x 一 1)。 关 于 这 一 点 的 证 明和 Q, RU 
物理 意义 , 涂 去 “方向 性 ”之 外 , 跟 无 向 图 是 一 样 的 。 而 呈 ， 从 制 集 
ЖЕ Q, 中 选 出 适当 的 (n 一 1) xb ЮТА О, ШАХЕ n- 
1, 则 该 矩阵 Q 就 叫做 连通 有 向 图 的 基底 ( 既 约 ? 害 集 矩阵 所 (basis 
cut-set matri), 当 不 致 发 生 泥 诡 时 ， 就 简称 为 割 集 矩阵 。 对 于 图 
3.17, 若 从 式 (3.24) 中 选 出 本、 您、 瑟 ， 则 可 知 它们 是 独立 向 量 ; 
从 集合 论 求 说 ,Q@,、Qu、@。 分 别 包含 关联 集合 AR, O, 
所 以 容易 想象 出 它们 是 互相 独立 的 。 这 样 ,下 式 就 是 图 3.17 的 一 
个 基底 割 集 矩阵 。 
& b c d e f 
1 1 0 0 1 0 
Q=Q|-1 0-1 0-1 4] 
Qj 0-1 0 1-1 1 
REE ЖП 81 08 26 8 E Pb MORI ЖОЕ. T EL, INE 
RU ДИЕ И XUE А ВОТ HAREEK, € 
ВЕИТ ЗЕ EAR A BB ERREARI, 28)1Ж 


Q 


*1 PORBPUUSRURURPEDUE LT RETE RURUERE, 
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ER. BIG, T И ЖОН: Q, RT DEA CR B POUR P, 通过 
以 -1,0,1 ЖЖЖ ЛЕЛЕР ЖК. АЛГА ТХЛ 
Q-DA (8.28) 
图 3.19 是 说 明 当 分 别 选择 基底 割 入 矩阵 〈 如 前 例 所 示 ) 和 关 
КОШЕ АСТУ ENER D ipi. XEM DD 的 行 
JRID =1#40, RR D 是 正则 的 。 


@- 1-@й)+ 0-0@+ 0-3) DETUQUSTI 
ELULCITTIII 


d 


HD+ 1-0@+ 0.20090 
Ñe 0-@Ш+(—1)-@@+(-1)-@0) 
图 8.19 关于 有 向 图 的 Q= DA 的 意义 


[例题 ]1 对 于 有 疝 图 的 基底 关联 矩阵 A, WEHREN K 
最 大 阶 数 子 矩阵 的 行列 式 为 1 或 -1。 

[证 明 ] j А 的 正则 最 大 阶 数 子 矩 阵 为 Ano # An 中 仅 存 
在 一 个 具有 非 零 元 素 的 列 。 设 此 元 素 为 cu， W| cj=1 或 -1。 把 
14.19 ss 展开 ,由 - 

[Anl = DE AnG) = E |А„ | 
Жн, А.А A, 中 去 掉 第 和 TMR j 列 之 后 的 子 和 矩阵 。 
Ж AC) 中 也 仅 存 在 一 个 具有 非 零 元 素 的 列 。 假 如 不 存在 ， 则 
| ASQ] =0, 1441=0, 绪 果 是 矛盾 的 。 因 而 ,车 把 其 元 素 (=1 或 
-DZIE аы H ГАС ом RF, 0 
[An] = ttul DH LA GDI 
ASGDIERJA An PRR p TMR 1 3) BUT AER DEC 
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做 法 继续 下 去 ,最 后 铺 果 就 成 为 Aul =1 或 -1。 

[例题 ]2 试 求 图 3.16 中 有 疝 图 的 全 部 移 树 。 

пазл 利用 该 图 的 适当 的 关联 矩阵 ， 例 如 以 顶点 4 作为 参 
考 顶 点 的 基 高 关联 矩阵 А, 则 


в b ° d в ap 1-1 0 
1 0-1 1 0]Jà] 0 1-1 
EE 100 i -1 0 1 
0-1 1 0o-ijd| 1 0 0 
в 0 0-1 
3-1-1 I 
-1-1 3 
Bu 
|AA'| «8 
Пе НВО 8 个 。 
JU, GRGEBUMPECK PECTORE. PS10388 THI 
降 , 存 在 车 也 要 转 置 的 关系 ,所 以 
lAA:| = ICA 的 最 大 阶 数 的 子 行列 式 )* 
a b c ab d `, 
1 0-1{[\* 1 0 中 
miji- 1 01| +||-1 1 0 ic 
| 9-1 1) 0-1 0 . 
g в a 0 d ^C 
110 of 1-1 1р 
(ч: ЕВЕ 1 
0-1-1 0 1 0 
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а c e b ° d 
1-1 of 0-1 1{\" 
Е o o|| + 1 0 1 
0 1-1 -1 1 0 
boc e b d е 
0-1 o|Vv 0 1 of 
| 10 0 + 1 0 | 
-1 1-1 -1 0-1 
e d e в d в 
-1 1 ol 1 1 o[V 
4 оо 0||*||-1. 0 0 
1 0-1 0 -1 


在 上 式 的 右边 第 1 项 与 第 9 项 是 0, 其 他 各 项 都 是 1， 所 以 值 为 1 
的 各 项 中 所 表示 的 边 都 形成 至 。 因 而 图 3.20 所 示 的 子 图 都 是 G 


图 8.20 ARAG SIORRA 


[例题 ] 3 WER 3.17 的 图 中 割 集 QQ 的 行 向 量 [参阅 式 
GOARRE AHHARI), 902), Q) 的 线性 组 合 来 表 
. 6. 


示 。 

[解答 ] 8 9,= 600) EEQO) +650035, B Q2 Q0) 
由 @(3) ,所 以 , 先 比较 Q, 与 Q(1) 的 方向 ,可 知 方向 是 相反 的 ， 所 
以 有 = -1。@, 5 Q(3) 的 方向 也 是 相反 的 ， 记 以 = -1。 由 于 
没有 Q(2) 这 一 项 ,所 以 加 =0。 因 而 

@=(-1X110010I+0[01-1 9 0 -1] 
*(C-DL-100 -10 -1] 
zE0 -1 01 -1 11 
完全 相间 ,由 于 Ө = KDDU, A 
Q,=0.QG +1700) +1.0(8ў 


3.6 通讯 网 (网 络 流 ) 


部 果 考 虑 一 下 电话 线路 网 水道, 煤气 和 石油 管道 ,公路 网 、 运 
给 网 等 ， 就 可 以 说 它们 的 共同 点 都 是 有 物资 或 信息 等 某 种 量 从 某 
个 地 点 往 另 一 地 点 流动 ,这 样 的 量 一 般 就 叫做 流 (flow)。 

这 样 的 网 络 流 的 构成 能 够 用 图 来 表示 。 顶 点 表示 网 络 流 的 分 
爹 点 , 即 电话 线路 的 局 或 管道 的 合流 点 ， 边 才 示 在 两 个 顶点 ( 俩 如 
两 个 局 ) 之 问 能 直接 传送 信息 和 使 流 流动 的 传输 线路 或 管 路 等 。 


[1] 网 络 流 问题 


在 这 种 图 的 各 边 上 ， 通 路 的 粗细 等 岩 示 直接 流 过 该 边 的 两 个 
顶点 间 的 最 大 容量 的 值 [叫做 边 容量 或 支 路 容量 (edge capa 
city)]。 标 有 这 种 值 (加 权 ) 的 图 就 叫做 网 络 Cnetwork)，, 或 者 叫做 
把 流 看 作 信息 的 通讯 网 (Communication net)。 关 于 网 络 与 流 的 问 
题 就 吊 做 网 络 流 (network flow) fagi, 

如 在 第 一 章 已 经 说 过 的 那样 ,实际 的 通讯 网 是 复杂 的 ,所 流 过 
的 东西 不 只 一 种 而 是 多 种 ， 并 且 是 通过 许多 顶点 闻 的 流 ( 多 重 流 ， 
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multi-eommodity flow), 

本 节 为 了 学 习作 为 通讯 网 的 基础 的 福特 ~ 富 尔 克 森 (Ford~Ful- 
kerson) 的 “最 大 流 -最 小 切割 定理 "(max flow—min eut theorem), 
所 研究 的 通讯 网 仅 限于 无 向 连通 图 ， 在 称 作 信号 源 与 变换 器 的 特 
定 的 两 个 预 点 闻 给 定 一 种 流 的 问题 。 

图 3.21 是 具有 4 个 顶点 的 网 络 。 在 各 边 上 标 有 直接 流 过 边 
的 两 端 闻 的 《最 大 的 ) 边 容量 。 在 图 中 对 于 像 O, = 3 这 种 容量 来 
说 , 它 眼 流 的 方向 没有 关系 ,例如 ， 从 顶点 2 到 顶点 3 为 0.5， 祖 
反 , 从 顶点 3 到 顶点 2 为 2.5, 总 计 容许 通过 的 最 大 流 为 3。 


H 7 
1, ` 
1! 4 е; 
b А \ 


“М "d 
MF E 
(O) J0)-1. (o JH) 22 


Жю=т Rl 
~ 22} Я . 
A f 
NZA w“. 
(4) ЛФ) ЛР) te) HPAP) 
302-8 O2) à 
图 8,21 在 网 络 玉 中 路 从 与 流 的 对 应 
现在 ,假定 这 个 网 络 的 边 是 输油管 ， 中 继 基地 为 项 点 2、3, 把 
油 从 基地 1 送 到 基地 4 。 油 的 流动 有 各 种 不 同 的 途径 ， 而 油 从 基 
地 1 到 达 基地 4 的 问题 ， 就 是 从 顶点 1 到 顶点 4 的 路 径 与 流 相对 
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ЖЕШ. A DE BEDT SE — T FEDE R ER UC y Ku JU ИНЕП 
的 从 顶点 1 到 顶点 4 流动 的 最 大 量 。 
由 乎 边 9 是 顶点 1.4 阅 的 路 径 , 所 以 首先 在 这 个 路 径 P,= (9) 
中 把 流量 当 作 RRRA. СЕКУ ОР) = 1。 由 于 9 
的 边 容量 是 1, 所 以 用 P,) 的 最 大 值 是 1。 青 设 Р,= (a, b), 而 a, 
b 的 边 容量 分 别 是 2 和 1， 所 以 对 于 路 径 Р, 所 分 本 的 流 为 1 [图 
(9)], 并 且 边 5 中 的 流 不 容许 超过 1。 图 (0) 中 从 顶点 1 到 顶点 4 
的 流量 是 AP) + 70Р) = 2。 此 时 著 把 各 边 中 已 经 流 过 的 流量 扣 
除 ， 只 计算 余下 的 容量 《由 做 镜 余 容重 )， 风 可 以 知道 02 = 1， 
%=0, 04=3, 04=3, 01-2, O07 =0， 并 且 仍然 在 在 可 赋 于 流量 
的 路 径 。 因 为 流通 的 方法 并 非 一 种 ， 所 以 也 可 用 AKP) =1 {К Ж 
Py 


[21 最 大 流 - 最 小 切割 定理 


如 从 上 夯 的 例子 中 所 知道 的 那 祥 ,一 方面, 两 个 顶点 加 的 流 的 
EENID BOET ATEA ВНЕ AUI 53 ЛЕЙ 
过 起 同 晤 的 情况 下 又 容 在 各 种 流通 途径 〈 即 路 径 的 选择 )。 那 来， 
ЖЕНИ ЛЕТО ИП ДЕСЕ ОЙСОКЕ Ут 并 且 它 与 
БИ 0086238228 3698? 

ЕАН ЗАНИ, kapay ААВ 
干 条 路 径 的 问题 。 如 3.2 ФУРА ОНИ, ВИЦ 
集 就 是 把 该 两 点 阅 的 全 部 路 名 完全 切断 。 换 名 话说 ， 它 意味 着 两 
个 硕 点 间 的 任何 路 径 都 通过 这 个 割 集 ( 即 包含 制 集 的 边 ， (参阅 习 
题 [4])。 路 径 与 流 是 对 应 的 ,所 以 , 赔 于 路 径 的 流 的 总 和 交 fL) ， 
总 是 不 大 于 属于 这 个 得 集 的 边 的 容量 的 总 和 OMEN OA 

Ф 原文 由 04=2, 0s-1, 一 一 译 省 
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或 切割 值 )。 这 个 事实 可 以 说 对 于 分 割 两 顶 虚 的 任何 害 集 都 是 符 
会 的 。 刻 以 ,一 般 地 说 ， 从 顶点 1 流向 顶点 了 (i 区 让 的 最 大 流 ( 记 
作 三), 完 爹 被 限制 在 分 割 两 硕 点 的 割 集 之 中 ,以 其 害 集 的 边 容量 
的 总 各 为 最 小 的 那 种 割 集 ( 叫 做 最 小 切割 ，minimaum cut) 为 极限 
《注意 ,最 小 切割 不 一 定 是 一 个 )。 即 
妇 ( 从 顶点 主流 向 顶点 了 的 最 大 流 》 
窑 分 割 两 项 点 的 最 小 切割 的 值 (容量 》 

另 一 方面 ,可 以 证 明 , 只 要 流量 赋 于 路 径 的 方法 恰当 ， 从 宇 流 向 了 
的 最 大 流 , 至 少 也 能 等 于 分 割 两 顶点 9, j 的 最 小 切割 的 值 *。 这 
样 ,最 小 切割 就 如 辣 狂 小 的 瓶 口 一 样 。 因 此 , 在 网 络 中 , 从 顶点 
流向 项 点 7 的 最 大 流 等 于 分 割 两 顶点 5、 了 的 最 小 切割 的 值 。 如 果 
网 络 是 连通 无 向 图 ， 从 车 流向 的 最 大 流 也 是 从 了 流向 的 最 大 
流 ( 即 бу=їн)„ BA fu 就 叫做 两 个 顶点 Š, 2 间 的 端子 间 容 量 
(terminal capacity) „ 

在 图 3.21 中 ,分 割 顶 点 工 与 顶点 4 的 割 集 有 Ө, = (a, d, g), 
Q.=(e, о, е, 9), @= (6, в, д}, Q= (5, с, d, 0), 
值 分 别 是 6,8,4,8， 最 小 切 基 是 岛 。 因 此 ， 顶 点 1 与 顶点 4 的 端 
TRARRE iunt AA Q. 也 为 顶点 4 与 其 他 两 个 顶点 (2,3) 间 
的 最 小 切割 ,所 以 fum 二。= tos=4。 辐 样 , 顶点 2 与 顶点 3 闻 的 最 
ЛИВ (9, б, с}, t =6, 


[3] 通讯 网 的 算 阵 表示 与 实现 


一 般 地 说 ,如 果 通 讯 网 具有 “个 顶点 ,各 端子 间 容 量 就 能 用 矩 
隆 的 形式 表示 , 这样 的 ” 阶 方 阵 T. 就 叫做 端 于 间 容 量 矩阵 入 (ter- 


*i 见 参考 文献 3)。 
*2 见 贿 考 文献 8),7)。 
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minal capacity matrix) 。 如 果 通 讯 网 太古 无 向 图 ， 则 出 于 =e 
G<, j<n),N WATARA REE Т ERARA. 
例如 ,图 3.21(a) 中 的 T 如 下 式 所 示 ， 


d ba bs bu d 6 8 4 
т-|# d fa | [6 d 6 4 
ыз в d f 6 6 d 4 
la ba ба d 4 4 4 d 


不 过 , 在 这 里 不 考虑 相同 顶点 端子 疗 容量 。 在 符号 上 把 T 的 对 角 
线 元 素 记 作 t= d (1<i<4)。 

可 是 ， 相 对 于 一 定 矩 阵 (该 给 阵 的 元 素 代表 端子 问 容量) 的 网 
络 能 够 实现 吗 ? 对 于 道 讯 网 ， 其 实现 的 可 能 条 件 是 , “使 % 次 对 称 
ЖЕЕ T 成 为 无 向 通讯 网 的 端子 冶 容量 矩阵 的 充 要 条 件 是 ，(1》 Т 
是 可 以 主 划 分 所 的 (Prineipal partition), (2) 而 且 对 于 这 个 分 割 
的 结果 所 得 的 主子 矩阵 (main sub-matrix) 还 能 逐次 进行 主轴 分 
割 ,总 计 进行 (wn 了 次 主 划分 ”"。 其 证 明 是 复杂 的 ,请 参考 原著 ,在 
这 里 ,用 一 个 例子 来 说 明 。 渴 在 给 出 下 列 和 矩阵 ， 


1 2 3 4 

ipd 2 2 2 
ть? 2 d 4 3 
32 4 d à 


42 8 3 d 
RHET IH EUER, ЛИД] MEER BER SERE, BEAR AULAE 4 一 1= 3 次 。 


*1 对 角 线 元 素 全 部 是 4 的 对 称 和 矩阵 名 能够 进行 满足 以 下 条件 的 划分 时 ， 这 个 
划分 就 叫做 主 划 分 。M( 必 要 时 将 行 及 列 交 棉 ) 划 分 为 
M. M; 
м gi м) 
(1) Ме Б ГЖЖЙНЕ, Е M MREMA, (2) Ma 和 My 是 对 角 线 元 素 为 的 方 
Fe, Ма 与 My 四 做 主 划分 结果 所 得 主子 矩阵 。 
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2 3 4 1 
2[4 4 3 2 2 
за d 8 3 3 
T= => T= 
азза 2 4 
12 2 2 4 1 


BUA, 具有 这 个 T 的 通讯 网 是 可 能 实现 的 。 作 为 它 的 一 种 构成 方 
法 ,首先 ,对 于 最 初 的 主 划分 ,图 3.22Ca) 是 可 能 的 ,对 应 于 第 二 次 、 
第 三 次 的 划分 ， 分 别 如 图 (b)、 图 (c) 所 示 ， 最 终 的 图 (0) 就 是 实现 
T 的 一 个 通讯 网 。 不 言 而 喻 ,通讯 网 的 构成 ， 一 般 地 说 不 是 一 种 ， 
像 图 3.23 那样 的 完备 图 也 能 实现 。 


234 23 DR 2 i 1 
2 3 2 4 3 
1 O3 1 à Ы 3 1 4. 
(a) (b) (е) 
图 8.23 根据 T НЯ 图 8.28 根据 了 的 完备 图 


实现 通讯 网 
习 


[11 设 路 径 的 项 点 数 及 边 数 分 别 为 %、b, 试 证 良宵 b=n—1 的 关系 。 
[2] FEARED (bipartite graph) 这 样 特殊 的 图 。 图 @ 的 顶点 集合 
闻 能 够 分 解 成 两 个 互 质 的 子 集 P, 和 Vs (V, UY, =V, РПУ, 9), 对 于 G 
的 所 有 的 边 ,它们 的 一 个 端点 属于 Уз, 另 一 个 端子 属于 Ys, 能够 进行 这 样 分 
ERRIGORA WER: 此 时 (1) 属于 V, ОЙ 了) 的 顶点 闻 的 路 径 


Ф 双 图 (bipartite graph), 又 思 对 图 , 偶 图 ,二 分 图 一 一 评 者 
*ї 这 种 图 的 问题 ,可 以 说 是 职业 与 希 刻 就 业者 的 关系 、 相 亲 与 恋爱 的 关系 、 结 
欣 问 题 等 协调 (匹配 ) 问 题 (matching problem), 
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的 长 度 是 偶数,(2》Z 的 顶点 与 V, 的 顶点 间 的 路 径 的 长 度 是 奇数 。 

[8j WEI: ЖӨӨ 不 分 割 图 G 的 ij 时 ,fj 闻 存 在 着 路 径 了 ,使 
HPN, 

[4] шй: завоза i ji j ERRED 
含 8 的 一 条 边 。 

L6] 试 证 明 图 G 的 任 一 项 点 的 关联 集合 是 制 集 ,或 互 大 的 几 个 制 集 的 
并 集 。 

[6] 试 证 明 完 备 图 中 任 一 关联 集合 都 为 割 集 。 

[7] 试 证 明 式 (3.2)。 

[8] 在 具有 # 个 顶点 的 图 中 ,成 为 害 集 的 候补 边 集 的 组 合 总 数 最 大 是 
23-1, 

[9] ukH3.24 вне, 

[10] 试 列 举 图 3.24 (€ CBE ROLE CHRL EC RUD ЕО se E, 

[11] 对 于 连通 图 @ 的 基底 关联 矩 降 4， 试 证 明 对 应 于 А 的 正则 的 最 
ХИЗР А, 的 列 的 边 是 G 的 树 。 


图 3.24 图 38.25 


[12] 在 图 8.25 中 , 狐 立 制 集 及 其 方向 如 图 所 示 , 试 求 基底 出 集 矩阵 。 
[13] 对 于 图 3.25 的 有 向 图 , 试 求 该 图 的 树 的 总 数 。 
[14] 对 于 连 道 有 向 图 G, 试 证 明 下 列 结论 : 
(i, DAUKA) 
G, DARSI, jan) 
_ {актив i 的 边 的 总 数 
JUS š TUS j 闻 直 接连 接 的 边 数 的 负 俏 

[151 连接 个 顶点 (1<i<%) 的 树 一 共 是 多 少 ? 

[16] 送 设 有 向 连通 图 G 的 基底 害 集 矩阵 为 Q, 划 上 由 18Q1| 也 可 求 得 树 
的 总 数 。 为 什么 ? 
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Ал! sf 


19) 


[7] 对 于 连通 有 向 图 G REITA: 
4 
[p jeras- + (G инша 
[18] 对 于 图 3.26 ЮЖ] ARETA RE. 


| 
2 
| 
um 4 s] 


图 8.26 
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жде 回 PF 


IEAI 本 过 主要 内 容 是 讨论 无 向 图 的 回路， 但 是 
dd p X A ES oe EUR UP AER TOERB. S 
4.5 节 中 学 习 有 向 图 回路 的 有 关 问 题 。 


4.1 回路 的 性 质 


在 第 二 章 的 开头 曾 引 出 “ 自 环 ”一 词 。 此 名 称 赤 月， 一 个 边 的 
两 个 端点 重合 在 一 起 ,使 自己 涉 成 一 个 “ 环 ” 。 宙 此 可 以 得 出 ,在 一 
般 铺 况 下 ， 路 径 的 起 点 与 终点 是 同一 个 点 时 就 叫做 回路 (Iloop orr- 
cuit 扣 ) 。 这 意味 着 以 回路 上 的 任 一 顶点 作为 出 发 点 ， 无 论 朝 负 个 
方向 部 进 并 巡回 一 周 , 仍 回 到 原来 的 硕 点 。 不 言 而 喻 ,无 阅 图 的 加 
路 上 没有 方向 性 ,所 以 不 管 怎样 巡回 都 可 以 。 钢 如 ,在 图 4.1 的 图 
好 上 ,对 于 图 (D)? 的 子 图 ,从 适当 的 顶点 ( 鲍 如 2 ) 岂 发 沿边 循 行 ,在 
途中 不 通过 已 经 通过 的 顶点 ， 最 后 又 返回 到 原来 的 出 发 点 《顶点 


: 
£ "= . VN ` 3 
5. a 1d os ГРІ 
4 Z. £ 
е: 
4 ` 4 
ба) tb) ol 


WV 
OT a 


Вал (а): HG) Cb (o). Ca， 人 的 回路 的 例子 


эа 回路 ,常常 态 说 成 "闭路 "， 但 是 “回路 "这 种 说 法 更 加 直观 ， 所 以 在 本 书 中 
宁 感 采用 “回路 * 而 不 叫做 十 路 。 


. 7. 


2), 扬 以 它 是 加 路。 由 此 很 容易 明白 ,图 的 回路 是 全 部 顶点 的 次 数 
Ж 2 的 连通 子 图 。 


п] 零度 与 补 树 的 关系 


现在 ,车 取 具 有 "个 顶点 的 连通 图 C MWERA rO =n 一 1。 
对 于 具有 同样 % 个 顶点 ,没有 问 路 的 连通 图 Н, ЯНЕ % 一 1。 
在 这 个 图 及 上 , 任 便 两 个 顶点 闻 ， 
只 存在 一 条 路 径 因 为 假如 有 两 
条 路 么 ， 便 形成 回路 而 违反 条 
件 )。 例 如 ,看 一 下 图 4.2(b) 便 可 
laya wr 明 自 。 此 外 ,根据 归纳 法 ,可 以 证 
женава, жони 。 明 瑟 具有 "一 1 条 边 ( 参 阅 5.3 节 
点 但 没有 回路 的 图 叫做 树 ,如 图 (D)】 例题 )。 像 图 4.2 那 祥 , 假 如 只 有 上 


g r(G)=# 3 


的 实 线 
Ws (а), Бин G;(b): 用 实 。 ЖЕЛИН ИЖИ RUF 
ажет щн El, Rp НИ УЙ (free)。 


反之 , 若 在 树 上 即使 只 加 上 一 条 边 ,也 必 形 成 回路 。 从 而 图 的 秩 没 
有 堪 加 ,但 堆放 却 增加 了 。 一 般 说 ,车 用 新 的 边 连接 连通 图 的 页 个 
项 点 ， 便 至 少 出 现 一 个 包含 这 条 过 的 新 的 回路 , 园 时 等 度 增加 1 ， 
这 一 点 大概 是 很 容易 明白 的 。 图 的 获 与 堆放 之 和 ， 等 于 图 的 边区 
BRD MOEN =b, Эу nC ART REDE HE (假定 
G 是 连通 图 ), 根 据 n( =b- r(A), DEER ERRAN i 
Nonas. 
假如 台 是 连通 的 — (GD 一 树 的 边 ( 树 冯 的 起 数 
#8(G)= 补 树 的 边 ( 连 支 ) 的 总 数 


*1 关于 笃 的 等 从 命题 , 参 交 习 是 1。 树 的 边 叫做 树 文 (branch)。 
*2 从 GG 中 去 掉 其 树 (了 ) 之 后 , 留 下 的 子 图 就 开 做 补 树 (eo-tree), 用 То 表示 。 补 
畦 的 边 叫 做 连 支 (chord, link), 


. 78 7 


12] 平面 图 的 关联 集合 及 其 对 偶 图 的 回路 


在 图 4.3 中 ， 平 面 图 @ 及 其 对 个 图 Ө* AAA KRA M 
绘 。 对 应 于 顶点 1 的 关联 集合 8(1) = (2, Бу, 在 对 偶 图 中 则 成 为 
Lo, БВВ XD T QU) = 0, с, d), 在 G* 上 就 形成 
Eb, 07, бү 的 加 路。 对 偶 图 中 对 应 的 回路 , 常常 包围 着 关联 集 
合 的 顶点 。 训 对 于 顶点 3 HARRE, с, e}, Ao, o, 1 El 
路 对 应 着 ,假如 像 图 (b) 那 样 , 把 e^. 挪 至 左下 方 来 描绘 对 偶 图 ， 这 
个 回路 就 包围 顶点 3 。 
关联 集合 [1 
QC) = (а, b) 30i - Eo", b] 
Q(3) = (5, e, 4) 0j- [b”, c, d'] 
908) - (a, e, oj Cj e [e”, 0, е7] 
«o= 4а, Arta 的 


oo io^, v, d, та ла, b, e, a] 
Фол) = (а,Ь, oO2=[q b, e] 
Qlws) = (e, an е'}->бу= Lo, d, в] 


KR: РШЕ m. УҢЫШ GT 


图 4.8 ЗСА А LEURS SARRAR EAH, G BU 
关联 集合 在 G^ 中 就 成 为 回覆 ,G* 的 关联 集合 在 中 也 成 为 回路 


一 方面 ,在 这 个 例子 中 ,由 于 G* 的 对 偶 图 是 G, 所 以 G* 的 


^1 ЖУЙ ЛИ IRENE, 
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关联 集合 在 Gf 中 就 对 应 于 回路 ,这 一 点 从 图 上 也 可 明白 。 这 样 , 著 
考察 一 下 平面 图 任意 顶点 的 关联 集合 的 作用 ， 就 可 看 到 该 关联 集 
合 的 边 将 平面 分 割 成 区 域 ， 这 种 区 域 通 常 以 边 作 边 界 ， 顺 着 边界 
走 就 将 返回 到 原来 的 位 置 。 另 一 方面 ,我 们 知道 ,由 于 它 的 对 个 图 
就 是 在 区 域 中 置 入 顶点 .并 拒 邻 接 区 域 中 的 顶点 连接 为 边 ,所 形成 
的 回路 [图 4.4(a)]。 但 是 , 像 图 4.4(b) 那 样 ， 当 关联 集合 的 过 分 
豁 平面 时 ,并 非 全 都 成 为 不 同 区 域 ,关联 集合 不 只 对 应 于 对 偶 图 的 
一 个 回路 。 如 对 于 图 (b) 的 关联 集合 Q(D = {5, e, f, g, ADS 
RAERD, e, О 和 [hr，g']。 实 际 上 , 像 后 面 所 说 的 那样 ， 
斋 集 与 回路 对 应 。 因 为 上 述 的 QUO 39 (0, о, 7) (9, b) 两 个 
割 集 的 并 集 ,所 以 Q(4) 必 然 对 应 于 两 个 回路 。 


w. [5] 


Wia (а): 平面 是 的 关联 集合 QUO RERET XE НАУА 0: 的 说 明 图 
(b): 关联 集合 对 应 手 互 质 的 回路 的 并 集 的 例子 


[31 平面 图 和 对 偶 图 中 齐集 与 回路 的 对 应 英 系 


现在 , 若 在 平面 图 上 应 用 更 一 般 的 割 巢 代替 关联 和 集合, WEL 
将 变 得 怎样 呢 ? 以 图 4.3 ӨЛ, с, 只 为 例 ， 可 知 对 应 韵 
а", ©, dQ 人 在 对 侦 图 中 成 为 网 路 , 并 且 这 个 回路 把 从 他 中 去 挤 
这 个 灾 梨 后 的 一 个 连通 片 ( 即 边 Б 及 其 两 个 端点 1、2 ) ABER 
部 。 
其 次 , 营 到 平面 贸 的 回路 ,例如 同 图 (a) 的 [4, 0, o], 则 在 对 侦 
图 上 对 应 的 边 的 集合 {2a， 0, 0 就 成 了 顶点 o. 的 关联 集合 。 一 
. ?&„, 


般 地 说 ,可 以 证 明 , GF 的 回路 在 G* HARANA. A, EE 
的 割 集 或 互 质 的 割 集 的 并 集 在 其 对 假 图 中 对 应 于 回路 或 互 质 的 加 
路 的 并 集 。 这 里 省 略 证 明 。 

作为 平面 图 及 其 对 偶 图 的 重要 性 质 之 一 是 ,在 这 两 种 图 中 ,一 
方 的 图 的 秩 与 零度 ,分 别 等 于 另 一 方 的 图 的 誉 度 与 秩 。 这 已 在 2.4 
节 中 叙述 过 。 

不 管 平面 图 和 非 平 而 图 ,对 于 一 般 的 图 来 说 , 4.4 节 的 回路 给 
阵 在 代数 上 是 方便 的 。 根 据 这 个 矩阵 和 下 一 节 的 基本 回路 能 够 生 
成 任意 的 回路 。 有 向 图 的 回路 矩阵 ,将 特别 在 第 五 章 中 应 用 。 

CL MEE TU 4.5(a) 中 于 而 图 G 的 对 偶 图 0) АЖ 
rC, ©), r(@*), n(G*) 5 对 应 手下 面 列举 的 G 的 割 集 (也 
包括 关联 和 集合;，G* 的 回路 是 什么 ?ta 0), (d, f, 9, 0, (5, d, 
f, Бу, (5, 0, 0), (h, 2, jy. GHD 试 求 与 下 面 列举 的 @# 的 回路 
相对 应 的 .G W Re Со, a, d, f1, ГВ, d, 4, 1, 3, e], Cb, d, 
f, h, В, l, 3, е], [G, C, h, k, b, 3, e, 51, 


Е b) e'Gus) 


LEX] 

(WJ (D 从 上 有 五 个 区 域 , 设 对 应 于 其 各 区 域 的 Ө* ИПИ 
RH O, Os, On, Ou, 04, 709) =9~1=9-1=8，n(G) =5 一 
1(G)212—8-4, Ti r(G9) 25-15 4, n(G*) - b r(G*) « 8,88 
rG =n(G*), n(@) =r(G@*), 

+790 * 


Gi) (a, о}—эГа”, 0/1, (d, f, g, 0-10, z, V, 71, 6,4, 
f, t^, d, fr, i1, (0, g, DLP, z, V1, В, d, Й 
Uv, P, Fl 

Gi) Го, а, d, fI, a/,d', f") = BU o, 的 关联 集合 )， 
Eb, d, 6,1,3, 16, Ф, 6, V, ju) (= А (ox, e) 与 
{®,, оз, о), ГЬ, d, f, h, Б, 0, j, e] (D^, d', у, LA 
V, V, P, (= Ао, оъ} 与 (o, оз, о} a, euh, 
k, l, j, e, b15 (af, 0, IW, LV, ў, е, bry (= QUA. 

[例题 ] 2 试 证 明 下 列 两 个 命题 是 等 价 的 。 

Са) 所 有 顶点 的 次 数 是 2 的 连通 ( 子 ) 图 。 

D 路 径 的 始点 与 终点 重合 的 图 。 

[证 明 ] 《〈b) 一 (a) 所 谓 路 径 ， 根 据 定 义 就 是 始点 与 终点 的 
次 数 是 1、 其 他 所 有 顶点 的 次 数 是 2 的 连 遵 图 。 由 于 把 次 数 分 别 为 
1 的 始点 与 终点 重合 所 以 该 顶点 的 次 数 也 成 为 2 ,因而 这 个 图 与 
(8a) 的 图 等 价 。 

(a) 一 (b) 只 要 能 证 明 有 这 样 的 边 的 序列 就 行 了 ， 著 顺 着 边 
依次 走 下 去 ,在 途中 不 返回 到 同一 顶点 ,通过 最 后 的 边 时 返 加 到 作 
为 出 发 点 的 最 初 的 顶点 。 这 个 问题 用 归纳 法 来 证 明 似 更 为 简单 。 贾 
个 顶点 的 情况 是 最 明显 的 ， 因 而 一 般 可 以 认为 具有 个 顶点 的 满 
足 条 件 (a) 的 图 限 (b) 的 图 相同 。 现 考虑 具有 (+1) 个 顶点 的 图 。 
根据 条 件 , 无 论 遂 过 哪 条 边 ,两 个 端点 的 次 数 都 是 2 ， 所 以 车 将 其 
任 一 条 边 短 接 , 便 形 成 所 有 顶点 的 次 数 都 是 2 、 顶 点 个 数 为 的 过 
通 图 。 对 于 这 个 图 ， 因 按照 假定 有 上 述 的 边 的 序列 ， 所 以 是 满足 
《b) 的 图 。 然 后 只 要 把 短 接 了 的 边 再 局 复 到 原来 的 状态 就 行 了 。 


4.2 基本 回路 


已 经 讲 过 ,连通 图 的 秩 就 是 所 选 定 的 包含 的 全 部 顶点 , 且 不 
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灌 成 回路 的 G KERTEH, MARL HTAR RER 
两 个 顶点 同 仅 窑 在 一 条 路 径 。， 所 以 著 把 补 树 的 任 澡 一 条 边 联接 到 
树 的 两 个 顶点 上 所 ,就 只 能 形成 一 个 回路 。 

例如 ,假定 选择 图 4.2(a) 中 国父 前 树 如 同 图 (by 所 示 ，, 即 人 的 
树 的 边 集 合 为 卫 = (a, b, d, e), MARET = {о,/, h, iha ЯРМИ 
的 边 。 加 到 图 4.6(a) 的 树 兄 上 ， 便 得 到 回路 e,= СБ, c,d1。 同 样 ， 
将 补 树 的 边 了 ,hs6 MARRIR E BERE O), 0 (d BER PD 
路 OOs、Ou 像 这 样 把 补 树 的 一 个 边 接 到 树 上 而 形成 的 回路 就 叫 
MEKE fundamental loop)， 这 种 基本 回路 的 数 上 仅仅 等 于 
ЗЕР, ШЕ Р ЕНЕ, 因为 MO =b- r(G5 = @G 的 边 的 总 数 一 
树 的 边 数 = 补 树 的 边 数 。 在 前 全 中 ， 洪 考虑 基本 回路 集合 (sot of 
fundamental Io0p)(Cs, C7, Cy, Os 那 玉 ,由 于 各 基本 回路 包含 
e, f, 2. 宇 这 种 补 树 的 边 ,所 以 不 管 到 哪 一 个 基本 回路 者 存在 其 他 
基本 回路 所 没有 的 边 。 即 ， 任 二 个 基本 加 路 都 不 能 从 其 会 的 基本 
男 路 得 到 。 因 此 ,这 种 基本 回路 集 售 是 儿 有 立 男 路 集合 ,从 而 成 为 导 
出 其 他 所 有 回路 的 生成 元 , 邵 是 形成 任何 回路 的 基本 回路 组 合 


р мМ 


e qum m UN У л Са zu " ч) 


P, n de i] 


选 定 的 图 4.2(a) 中 图 的 树 如 图 4.2b)， 把 补 树 的 边 逐 一 
加 到 树 上 便 分 别 形成 回路 。 


图 4.6 基本 回路 集合 
除去 图 为 其 自身 的 树 外 ,一 般 情况 下 ， 图 有 许多 种 树 。 因 此 ， 


*1 把 补 树 的 边 接 到 树 上 时 , 深 边 接 到 项 点 上 一 样 。 
87+ 


通常 选择 基本 回路 集合 的 方法 也 有 好 多 种 实际 上 为 图 中 所 具有 
的 补 树 的 种 类 )。 
[例题 ] 在 图 4.5(a) 的 9 上 ,把 G 的 树 选 成 ，(1) T.=(a,5, 
d, f, g, š, k, }®, (i) T,- (a, b, e, e, h, d, j, ORARE 
基本 回路 集合 。 
CERI (D 根据 图 4.7(a), 补 树 为 {0, 6， hs 分 ,所 以 基本 加 
路 集 {0。, Cos Ons 0 中 的 各 个 基本 加 路 如 下 列 记 示 。 
О,=[е, a, d, f] 0O,=[Le, g, d, 53 
Ca=Eh, f, 6, R] C, Lj, L, š, 1 


(а): Т: = (a, b, d, f, g, k, 61) (bybl; T, = (a, b, o, e, h, $, j, Б} 
补 树 ; Т{= (o, 6, h, jy Abba = (d, f, g, D 
图 4.7 由 补 树 及 其 连 支 所 得 的 某 本 回路 
GD 据 图 (b), 补 树 ТЕ = (d, f, g, 六， 所 以 基本 回路 为 {04， 
05, 0,, 01}。 这 里 , Qs= Ld, d, B, h, e, а], C; Cf, š, Ë, hl, 
Q, - Lg, š, b, h, e, a, b, 6], Ci EL, k, h, о, G, b, e, Jlo 
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Ir] 闭 边 列 ( 欧 拉 回 路 7 


4 在 不 熟悉 的 道路 上 和 迷路 时 会 在 同一 个 地 方 转 来 转 去 ， 这 种 
情况 是 常 有 的 。 在 图 上 ,从 某 个 顶点 出 发 ， 对 各 条 边 只 通过 一 次 ， 


Ф ROU T = (a, b, á, f, g, Һ„—#Ж 
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逐个 地 走 过 各 边 , 最 后 返回 到 原来 的 出 发 点 ， 这 样 的 闭合 路 径 ( 边 
REIDA AA (closed edge train) 。 在 闭 边 列 上 ， 各 个 
边 都 仅 出 现 一 次 ,但 途中 所 通过 的 顶点 无 论 宅 过 多 少 次 都 可 以 ,最 
后 返回 到 原来 的 顶点 上 。 按 照 定义 , 既 有 像 图 4.8(b) 那 样 作为 画 
KHARI. BAREO 那样 不 是 回路 的 了 财 边 列 。 在 闭 边 列 上 ， 
就 所 通过 的 顶点 来 说 ,因为 要 通过 联接 在 该 项 点 上 的 次 个 边 ,所 以 
任何 一 个 顶点 的 次 数 都 是 偶数 。 


落 从 顶点 23 出发， 依次 通 
过 Ъ->]>%эй-»е->1->ў-»>а 
等 边 ， 则 各 边 仅 仅 通过 一 次 ， 
并 退回 到 原来 的 顶点 23， 因此， 
由 bfhdeija RHEE 35 
AES). 

MALARKA IRRA A 
数 的 


(h) MAA: ойр (c) 闭 边 列 : bfhaeija 
图 4.8 (a) 图 G3 e) BARRAT 


容易 想像 出 ， 闭 边 烈 与 有 名 的 数学 难题 一 一 一 笔 洒 问题 密切 
相关 。 其 意思 就 是 ,假如 给 定 的 图 为 闲 边 列 , 那 末 这 个 图 便 能 一 笔 
务 出 。 这 个 判断 定理 来 源 于 欧 拉 用 图 论 解 决 了 的 那个 著名 的 哥 尼 
斯 保 桥 问题 。 在 哥 尼 斯 堡 堪 (Kinigsberg, 即 现在 的 加 时 宁 格 勒 )， 
普 雷 格 尔 (Pregel) 河 流 过 市 区 , 并 把 克 涅 波 (Kneiphof) 岛 分 成 两 
总 ,在 此 处 河上 共 架 有 七 座 祷 ,如 图 4.9 所 示 。 其 问题 是 ， 无 论 从 
A. B. C, D 中 哪 一 个 地 点 出 发 都 可 以 ， 但 以 每 座 祷 仅 通过 一 次 


*1 ШЕЙ, 
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图 4.9 ЖЕНЕ 
作为 条 件 ,应 怎样 通过 全 部 的 桥 ? 殉 拉 证 明了 这 是 不 可 能 的 ,后 来 
发 表 了 下 述 一 笔画 定理 。 


[2] 一 笔画 定理 ( 欧 拉 定 理 ) 


图 @ 能 够 一 笔画 则 的 充 要 条 件 是 ,@ 是 连通 的 ,月 所 有 项 点 的 
次 数 是 偶数 ,或 者 仅 有 两 个 硕 点 的 次 数 是 亲 数 (证 明 参 见 例 题 与 习 
题 )。 

一 笔画 问题 ， 限 为 闭 边 列 ( 欧 拉 回 路 ) 或 开 边 列 ( 区 拉 路 径 》 
的 问题 是 等 同 的 。 按 上 上述 定 理 ， 在 全 部 顶点 都 是 偶数 次 数 的 连通 
图 中 ,无 论 从 哪 一 个 顶点 出 发 ， 一 笔 生 到 最 后 都 仍 返 回 到 该 顶点 。 
在 开 边 列 的 情况 下 ,从 有 坷 数 次 数 的 两 个 顶点 之 一 出 发 ,最 后 将 终 
此 于 另 一 个 顶点 。 


[3] 欧 拉 图 


闭 边 列 ( 欧 拉 加 路) 是 连 下 图， 其 所 有 项 点 的 次 数 是 偶数 。 闭 
边 列 也 叫做 网 拉 图 。 不 过 ， 在 这 里 我 们 要 对 欧 控 图 给 以 广义 的 解 
狮 。 妇 ， 记 亩 欧 拉 图 ， 定 义 汶 所 有 项 点 的 次 数 是 偶数 的 图 (不管 
图 是 连通 的 还 是 非 连通 的 )。 因 此 ,不 论 回路 还 是 闭 边 列 都 是 网 拉 
图 ， 但 除 这 两 种 以 外 还 包括 互 质 的 几 个 回路 的 并 集 。 若 把 一 条 橡 
皮 圈 作为 一 个 回路 * 那 末 几 个 加 路 的 并 集 ， 就 像 “ 在 纸 工 适当 撒 开 
着 的 橡皮 图 的 集合 "一 样 (如 图 4,10 )。 现 在 ， 著 把 这 种 图 的 任 一 
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顶点 取 作 ov 的 次 数 就 
为 通过 这 个 项 点 的 了 质 
回路 数 的 两 倍 。 这 对 所 
有 项 点 来 说 都 是 如 此 ， 
所 以 互 质 的 几 个 网 路 的 
并 集 是 欧 控 图。 例如， 
在 图 4,10 中 ,通过 顶点 


` 
V AUGUGUCUCe 


[ 
1 
П 
了 


2 的 互 质 药 回路 是 C， 图 4.10 互 质 的 几 个 回路 的 并 集 (CU CU OU 
和 C, 两 个 回路 ， 所 以 Oa U Oe)( 在 这 个 图 中 省 略 了 次 数 是 2 的 项 点) 


d(2)=2x2=4 


[41 欧 拉 图 的 环 和 
再 说 ， 当 给 定 一 个 图 时 ， 作 为 


子 图 且 成 为 网 拉 图 前 欧 拉 子 


图 ,一 般 说 有 许多 个 。 若 将 图 4.11 ORE GUB PEEL 
仿 的 欧 拉 子 图 全 部 列举 出 来 , 则 可 得 如 图 4.12 所 
示 的 七 种 ; E, = (4, b}, E,- (ed, 7, Еу 
(a, 5, с, d, УУ, 如 果 作出 欢 拉 子 图 的 环 和 (外)， 


man ша 那 将 得 出 怎样 的 图 呢 ? 例如 ,在 图 4.12 h, Е,® 


А 
2 2, 
n Š Q. os 
x >: 
- 7 E NF NI 
к 4 4 4 
E. B E 
а 
2 з 20 оз г 0з 
b b 
e d 4 
E 4 bo 10 o4 
А Bor 


图 4.12 图 4.1I DESERT (E) 
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Е, = (2, b)@te,d, fy= (a, b, 0, d, f) - Er, E,@E,= (e, d, 
fY@(a, d, в) = (а, e, e, f) = 如,, 依 然 成 为 欧 拉 图 。 

现在 , 设 EL, E, 为 某 个 图 GF 的 两 个 不 同 的 欧 拉 子 图 , 让 我 们 
来 考察 一 下 POE 的 顶点 了 的 次 数 。 设 E, M By 上 的 顶点 
的 次 数 分 别 为 +、s, 又 设 E, 上 联接 于 顶点 2 的? 条 边 与 Б, Е 
联接 于 同一 顶点 2? 的 s 条 边 中 共同 的 边 数 为 HIK, 新 的 图 则 册 
非 共 辐 边 所 组 成 。 顶 点 2 的 次 数 为 (7 一 他 十 (3 一 介 =7+s~25。 由 
r. s 都 是 偶数 ,所 以 +s- 26 也 是 偶数 。 以 上 的 讨论 , 一 般 来 “ 
说 ,无 沦 对 于 峙 个 项 点 都 成 立 , 所 以 MOE EKRE. HARK 
拉 图 彼此 环 和 ,显然 是 空 集 (例如 ВФ, = 名 )。 这 样 ， 两 个 不 同 
的 欧 拉 子 图 的 环 各 ， 仍 是 欧 拉 图 。 这 种 @@ 的 运算 与 下 一 节 加 路 矩 
阵 中 两 个 行 向 量 的 以 2 为 模 的 加 法 送 算 相 对 应 。 如 按 习 惯 ， 设 空 
集 也 是 欧 拉 图 ， 则 一 般 地 说 ， 两 个 以 上 的 几 个 欧 拉 图 的 环 和 仍 是 
欧 拉 图 (例如 图 4.12 中 E,OE,OE,- E), XE SABE 
要 银 论 ,含有 空 疼 的 欧 拉 图 的 全 集 , 对 环 和 的 运算 是 封闭 的 。 也 容 
易 证 明 , 这 个 集合 {名 , 瑟 }) 对 环 和 的 运算 就 形成 “ 群 "。 生 成 这 个 殉 
拉 子 图 的 全 集 {多 , 如 } 的 最 小 入 合 就 是 独立 回路 的 集合 ,例如 基本 
回路 集合 。 

[例题 ]1 试 证 明 一 笔画 定理 的 必要 条 件 。 

[证 明 ] 假定 图 Gf 能够 一 笔画 出 ， 则 由 于 通过 全 的 边 仅 仅 一 
次 ,并 且 存 在 着 对 全 部 边 普遍 还 过 的 边 的 序列 ， 所 以 G 为 闭 边 刑 ? 
或 者 也 可 以 为 开 边 列 ,显然 对 是 连珠 的 。 对 于 闭 边 列 , 所 有 顶点 的 
次 数 是 偶数 ;而 对 于 开 边 列 , 仅 始点 和 终点 的 次 数 是 奇数 ， 其 他 顶 
点 的 次 致 都 是 偶数 。 

关于 充分 条 件 的 证 明 作为 本 章 的 习题。 

[例题 ] 2 试 证 明 含 有 空 集 的 欧 拉 子 图 的 全 集 {加 ,名 } 对 环 和 
的 运算 成 为 交换 群 。 
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Dum] (1) РЕЖЕ Р, BE{E, Ø} 
BE, WDE € (E, Ø} 
(2) 在 { 召 ， 久 } 中 存在 单位 元 必 , 对 于 任意 的 E c (E, A} 
®@@= E, 
(3) XETIERISE c (E, 名 } 存 在 北 元 
， EEs 0 
《4) 对 于 任意 的 En Е,, BE{E, 多 }, 下 列 的 结合 律 成 立 。 
EU OB) = (EOE)DE, 
5 例题 ]3 试 确定 对 于 图 4.12 HHE, E, E.y ZORN 
所 生成 的 全 部 欧 拉 子 图 。 
USER] E,- Е,@Ё,, E, = EEG E, E, = EE, E, = 
Е,ФЕ,, - 
[例题 14 ”所谓 哈密 额 回路 所， 就 是 包含 图 的 所 有 顶点 的 回 
路 。 试 在 图 4.1(a) 中 列举 2 一 3 个 哈密 顿 回路 。 再 者 ,图 4.5 的 
图 中 有 几 个 哈密 顿 回路 ? 
[ 略 解 ] га, b, d, fl, Db, о, f, 61, La, с, d, Ia 


4.4 ”回路 矩阵 与 割 集 和 矩阵 的 关系 


在 图 的 矩阵 表示 方面 ， 至 此 我 们 已 经 学 习 了 关联 给 阵 和 割 集 
矩阵 。 回 路 矩阵 则 是 表示 图 的 各 个 边 属于 哪个 回路 (确切 地 说 , 属 
于 哪个 欧 拉 子 图 ) 的 佐 阵 。 在 这 一 节 中 将 说 明 回 路 矩阵 的 性 质 , 特 
别 是 问 路 盾 阵 的 秩 等 于 该 图 的 零度 nCG) 的 问题 ,以 及 回路 矩阵 与 


*1 哈密 顿 回 政 [ Hamilton lJoopCOireult, ine)], 是 以 Sir William Hamil- 
ton 的 名 字 命 名 的 。 它 的 由 来 是 : 对 世界 上 主要 都 市 只 访问 一 次 ,并 且 见 到 全 部 都 市 ， 
在 这 样 的 旅行 路 程 中 所 形成 的 回路 。 与 欧 拉 回 路 对 比 , 它 虽然 清楚 ,但 是 没有 规定 哈密 
蜂 回 路 的 简单 定理 。 这 种 哈密 顿 回路 的 应 用 ， 有 图 的 树 的 计算 方法 [参阅 参考 文献 
2)k 
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割 集 短 阵 的 正 交 性 等。 
L1) 回路 矩阵 


首 多 ,所 谓 无 向 图 他 的 回路 矩阵 B,, 就 是 B, 的 行 对 应 于 欧 拉 
于 图 , 列 对 应 于 边 ,而 其 元 来 54 РИН НЕЕ, 
5u={ 1 болетин 
о jh 属于 其 他 欧 拉 子 图 时 
再 者 ,回路 拭 库 的 行 数 仅 为 欧 拉 子 图 的 个 数 ,而 列 数 仅 为 图 的 
边 数 。 今 后 ,在 软 拉 子 图 中 特别 强调 回路 时 ,就 用 "Cu 10485 E Ж 
表示 。 
4.11 所 示 的 图 他 的 回路 低 库 ,回路 按 图 4.13 那样 考虑 ,就 
成 为 下 式 ， 


(4.1) 


a b c а e f 
OFf1 1 0 0 0 0 
Ojo- o 1 1 0 1 
Oil 0 01 1 0 
B,- Ojo 1 0 1 1 0 (4.2) 
O1. 01 01 1 
Ojo 1 1 01 1 
E,=-0@0|1 1 1 1 0 1 
e Cim 
C= led] 
Colo del 
cs Са [Bde] 
Ce [aee fl 
Cim [beef] 


O Ec- CO Cs [a,b,c,d f] 
图 4.13 图 4.11 中 图 的 回路 以 及 互 质 回路 的 并 集 


出 于 集合 的 环 和 (四 ) 跟 以 2 为 模 的 加 法 相对 应 ,所 以 在 回路 抢 
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阵 上 , 若 把 几 个 行 相 加 (以 2 为 模 ) ,就 应 该 成 为 其 他 的 行 ,事实 上 ， 
在 式 (4.2) 中 ,例如 , 第 1 行 + 第 2 行 =O,+0,=[110000] 
*[00110125[1111011-2357 f =É, 0,+0,+ 
0,-0, 85, 


[21 基本 回路 矩阵 


在 顶点 及 边 的 数目 分 别 是 ”、5 的 连通 图 中 ， 有 全 一 ma D 
基本 回路 ,这 在 4.2 节 中 已 经 说 过 。 把 行 限定 为 这 些 基本 回路 , 则 
Gnt DF, b 烈 的 回路 矩阵 就 叫做 基本 回路 乱 阵 (fundamen- 
tal loop matrix) ,用 В, 表示 。 

然而 , 补 树 的 各 个 连 支 是 由 一 个 个 基本 回路 决定 的 ,所 以 车 将 
Ву 的 最 前 面 的 子 和 矩阵 (实际 上 是 最 前 面 的 二 -ma+1 列 ) 对 应 于 补 
树 的 艾 , 则 可 写成 式 (4.3) 那 样 的 基本 回路 矩阵 。 

В,=[Ш B4 (4.3) 
Жир, 是 (0 一 n+1) 阶 的 单位 矩阵 。 
图 4.14 表示 对 给 定 的 图 , 求 基本 回路 矩阵 的 过 程 的 一 例 。 在 


x 4 о лб--у—- 
NONI! о) BORA 
I ио 
+ e fla еа 
eno ИЕ оо 
:oh 1 ME 5 | 
` сло 0110 1 1 


Шала 建立 基本 问 路 矩阵 的 过 程 
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这 个 例子 中 ,最 初 将 图 的 衬 选 为 中 = {а, с, dy, ARREST" = C0, 
t 了}， 从 而 得 出 分 别 对 应 于 补 树 的 连 支 的 基本 回 路 Oo, G,, Or, 
因此 ,基本 回路 矩阵 如 下 式 。 


b e f а c d 
Of1 9 0 1 0 0 
B,-0,0 1 0 1 0 1 (4.4) 
Odo 0 1 0 1 d 
ЖОНКА.) U, Bn: 明显 地 为 式 (4.5)。 


b e f a 


e d 

1 0 0 1 0 0 
"| 1 | a-l; 0 1 (4.5) 

0 0 1 0 1 1 


RPE, АЫ BE Sc BERE H 0023532 ДЕА ЕС, В {УЕ PE 
表示 补 树 的 连 支 , 而 Br 的 列表 示 树 的 树 支 。 然 而 把 基本 回路 矩 
阵 的 行 与 列 的 排列 适当 调换 后 ,最 然 形 成 B= [U В] 的 形式 ， 
U. Bra 的 列 是否 仍 分 别 对 应 于 补 树 和 树 呢 ? 下 面 的 内 容 ， 利 用 
基本 回路 矩阵 与 关联 矩阵 的 转 置 称 阵 之 间 的 正 交 人 性 能 够 证 明 它 是 
肯定 的 。 


[31 回路 给 阵 与 关联 和 矩阵 的 正 交 性 


首先 , 计算 一 下 基底 关联 矩阵 А 与 基本 回路 矩阵 В, E 
的 乘积 。 先 把 A 与 В, 的 列 的 须 序 , 按照 列 所 对 应 的 边 在 两 个 矩 
阵 中 为 相同 的 顺序 重新 排列 。 这 样 就 把 А 与 B, 分 别 用 行 向 量 


表示 为 
А, 
af | ‹4.6) 


0, 


В, 
B= Ë. | «4.7 
Вы 


жщ, A, Ass As 分 别 表示 А 的 第 一 ， 第 二 ，… 第 % -1 
fis FE, B,, B,, 5, Bi | 分 别 表示 B, 的 第 一 ， 第 二 ，…， 
第 5-9+1 行 。 故 


А, 
t= А, t £ + 
AB; =)" [BIB ee Bis] 


ABE АВ; = AB... 
fe АВ „Аһ | а.в) 
А.В! АВ, — А.В. 
AB; Gi, DEEH 
А.В} = [Ga ада … a] Ub, бае Dro 
= Xj anbi, = Saba (4.9) 

车 回顾 一 下 an 和 8m FER TAN š ЖОКТА 66 BIRRA csj 
誉 味 著 基本 回路 0 所 以 ,假如 О, 不 通过 顶点 多 出 对 于 所 有 的 下 
USED), 有 cw=0 或 54=0。 放 这 种 情况 下 auia = 0 [ 参 
见 图 4.15(a)]。 

其 次 ,在 基本 回路 О, 通过 项 点 的 情况 下 ,如 图 415038 
样 ,在 项 点 名 的 关联 集合 中 存在 边 ep. oo; 于 是 ce = uo 1, Bb = 
bn=1。 对 于 图 的 其 他 的 边 ,是 cm=0 或 bm"0 (Бер, D. Ë 


Ў елау iab o 112 0 以 2 为 挤 )。 以 上 讨论 对 ABI 


的 任何 元 素 都 成 立 ,所 以 A 5 В} EX, M 
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(а) 基本 回路 C; 不 通过 顶点 5 时 (b) 基本 回路 O; 通过 顶点 4 时 
图 4.15 ERRIMA i MEKE Су 的 位 置 


АВ}=0 (以 2 为 模 ) {4,10)* 
若 将 式 (4.10) 转 置 , 则 为 
(ABI) = В,4'=0 (4.11) 
下 面 用 例子 来 说明 。 对 图 4.14(a) 中 图 的 关联 矩阵 ， 洲 以 顶 
点 4 作为 参考 点 ， 出 为 
ó e f < o d 
ifo o 1 0 1 0 
^i 0 0 1 1 i (4.12) 
3|1 1 0 1 0 O 
ЖЕ rh 4.14 的 基本 回路 矩阵 , 则 得 


0 0 2 0 0 0 
АВ}=|2 2 2 = о 0| (以 2 为 模 ) (4,13) 


2 2 0 0 0 0 
这 种 正 奖 狂 ,不 仅 是 关联 矩阵 与 基本 回路 矩阵 的 关系 ,对 关联 
ЖЕН НАЕ B, 也 成 立 。 这 种 情况 下 ,所 与 B, 的 列 的 次 
ЛИШИ, АВ; G, 力 元 素 为 蕉 ,或 者 在 互 质 的 回路 的 并 集 通过 项 
点 车 干 次 的 情况 下 , (i, 四 元 素 取 2, 4,… 个 数值。 结果 


*1 有 边 的 "0" 表 示 全 部 元 来 为 怜 的 (n-1)x (b -n+1) 阶 年 阵 。 再 者 ,者 用 A. 
代替 ARUDA RERE 
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‚ АВі=0 (以 2 为 模 ) чл 

式 (4.14) 还 可 推广 。 就 是 说 ， 由 于 关联 矩阵 是 制 集 矩阵 的 特 

殊 形 式 ,所 以 ,实际 上 把 制 集 矩阵 与 同 路 托 阵 的 转 置 邱 阵 的 积 说 成 
正 交 是 更 为 一 般 化 的 。 关 于 这 一 点 后 而 再 解释 。 


[4] 由 回路 矩阵 与 关联 矩阵 的 正 交 性 所 得 出 的 结果 


我 们 已 经 明白 ,假如 在 连通 图 的 基本 回路 矩阵 台中 ,把 前 面 的 
《5 一 %+1) 列 作为 补 树 的 连 支 ,把 其 余 的 (mn 一 1) 列 对 应 于 树 ， 则 可 
写成 式 (4.3) 那 样 Bi=[U ”Bi,s]。 这 里 如 将 B, 的 列 适当 调换 ， 
PRERA, MAREN, HEFTER U 的 列 的 边 集合 
形成 补 树 , 对 应 于 Br 的 列 的 边 集合 是 树 。 现 在 ， 把 基 庶 关联 答 
We A 的 列 按照 В, 的 列 ( 对 应 于 U, Bras 的 列 ) 那 样 进行 调换 ， UE 
ж А=ГА,, 4..1, 这 里 ,At 为 对 应 于 О 的 人 ~ 1) x 6742) 
TER, Aa 为 对 应 于 Br o - DETER, А АВ} =0 得 
А.+4,.В}һ.=0, W А„=А„В„ (以 2 为 模 》 (4.15) 
故 
A=[A,sB}, А„1= АВ UI (4.16) 
ART S H P BERCOSIUEPE А 的 秩 为 -1 所 以 在 式 (4.16? 中 ， As 
的 行列 式 不 为 零 ， 即 | А] ®0, Au 成 为 其 行列 式 不 为 零 的 最 大 
MARTER, MA Aus 的 列 对 应 于 树 ( 参 阅 3.3 节 )， 因 而 A 
的 列表 示 补 树 , B, 中 U 的 列 也 对 应 于 补 树 。 例 如 。 车 将 式 (4.4) 
的 列 调换 ,成 为 式 (4.17) 


e 

1 0 

0 0 Pd 

M, e, с-а, (У, o, HEN, 


о © “ч 


"oos 
онн а 
= = © & 


[= Ba (4.10) 
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利用 AB; = 0 的 关系 式 , 便 能 根据 基底 关联 矩阵 算出 基本 癌 
路 矩阵 ( 像 下 面 那样 )。 首 先 , 将 А 与 В, 的 列 分 成 对 应 于 补 柑 和 和 
树 的 形式 ， 
AX 机 o 8 
A-[A, АЛ B U Bal 
ЖЧ (4.15), [4..1 9 0, t Ar HEER An 存在 , 记 以 
Bin = АВА. 
E: 
By = ALARY (4.18) 
因此 
А. орла AAE 
B,=-TÚ ` ARAD) (4.19) 


| Эзер ИНЖЕНЕР АЗА 


这 里 ,必须 注意 ，B 和 А IDAR ЭЙ — — AERCCORIBUF— 
80. 


[5] ТЇР Б 


如 前 所 述 ， 回 路 矩阵 B, 的 各 行 代表 图 的 欧 拉 子 图 , 行 向 量 的 
以 2 为 机 的 和 ， 对 应 于 欧 拉 子 图 的 环 和 。 在 连通 图 Gf 的 问 路 矩阵 
В, 中 ,包含 着 基本 加 路 矩阵 ВВ, Bist C4 3) OR BE En (BO = 
5-п+1, ПВ, RAATH Br EE 


r(B5>5-n"n+1 (4.20) 
Я.Н Sy vester) esit, ag 
TUABIDy rU) (r(Bi)- 6 (4.21) 


ті ANER Сок, Роко КАСРА ENEZ ШС) 
RC) (D), А r(CD)=r(C)+r(D)-*, 
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由 AB: =0,4 ABI) = 0,1 CAD =n-1, RE 
Tr(Bi)«b-n41 (4.22) 
由 式 (4.20) 和 式 (4.22) 可 得 
r(B})=r (B) 25-n41 (4.23) 
根据 式 (4.23)， 在 连通 图 的 回路 矩阵 B, 上 ， 独 立行 的 最 大 数 是 
全 一 %+1)， 其 佘 的 行 都 从 属于 这 些 行 。 即 ， 在 拓扑 学 上 ， 这 总 
味 着 在 欧 拉 子 图 的 集合 中 独立 的 回路 (一 般 地 说 ， 欧 拉 子 图 ) 有 
(b~n+1) 个 ， 由 对 应 于 这 些 (5~n+1) 行 的 独立 行 向 量 的 回路 
RTE) 的 集合 ， 经 过 环 和 运算 ， 可 得 出 所 有 的 间 有 路 (网 拉 子 
图 )。 作 为 一 简单 的 方法 ,B。 的 任意 行 可 用 В, 的 行 欧 线性 组 合 来 
央 东 , 记 以 ,所 有 的 欧 拉 子 图 可 由 基本 回路 集合 的 环 和 得 出 。 
当 图 由 P 个 连通 成 分 组 成 时 ， 滋 图 的 同 路 矩 阵 的 秩 便 X b- 
n+po 
”由 上 述 理由 ,在 图 他 的 加 路 矩阵 中 , 秩 为 8 一 ma+P .由 89+P 
行 组 成 的 子 上 矩阵 ( 用 B 表示 ) 就 叫做 基底 ( 既 约 ) 回 路 短 降 * (basis 
loop matrix, basis circuit matrix), PAMIR, AT EE E 
ER B 的 所 有 行 的 回路 (或 互 质 的 回路 的 并 集 ), 在 图 上 就 成 为 独 
立 园 路 (或 互 质 的 回路 的 并 集 )。 


[61 从 项 底 回路 矩阵 计算 全 部 补 树 的 方法 


像 已 经 说 明 过 的 那样 ， 在 连通 图 8 的 基本 回路 矩阵 B, k, 
Q— £1) 阶 的 最 大 阶 数 的 子 抵 隆 的 列 所 代 天 的 边 的 集合 成 为 补 
РАНЕЕ BRERA O-n OMRAN. RAAE 
降 的 行列 式 是 1 ,而 不 是 0( 即 正则 前 )。 这 一 点 ,对 于 В, 及 相同 
秋 数 的 一 般 的 基底 回路 甜 阵 B 都 是 一 样 的 。 也 就 是 说 ,在 连通 图 
*1 通常 所 说 的 回路 矩阵 ,就 是 这 个 基底 回路 矩阵 。 
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СИНИЕ B E УРЕН 
的 补 树 的 充 届 条 件 ， 是 其 行列 式 为 正则 的 其 证 明 只 要 利用 公式 
AB'-0 见 可 ,参阅 习题 [9])。 因 此 , 对 于 这 个 间 题 来 说 ， 没 有 其 
他 更 有 效 的 方法 。 但 是 ,假如 考虑 基底 回路 拭 阵 ВОЗ ЗЕ Ж] OH 
Fe By) 的 正 风 的 最 大 阶 数 子 炬 阵 ( 或 单位 矩阵 ;， 便 能 列举 出 全 部 
可 能 的 补 酝 。 


L7] 回路 撼 隆 与 对 集 矩阵 的 关系 


前 面 已 经 说 过 ， 由 于 割 集 或 互 质 的 几 个 割 集 的 并 集 可 以 适当 
地 用 关联 集合 的 环 和 来 表示 ， 所 以 革 座 害 集 矩阵 的 任意 行 可 以 用 
基 座 关联 知 阵 的 行 的 线性 组 合 来 书写 ,从 而 得 出 式 (3.17)。 现 在 ， 
车 用 元 素 1 或 0 组 成 的 (as- 1) 阶 正则 矩阵 DORER, n-p Br 
TOXEWE AE) RR DIS CA. 100, WA 
Р‹АВ}) = (DA)BI =0 (4.24) 
然而 ,由 式 (3.17),D4 Je ERO HWRE Q, 所 以 
QBi-0 (4.25) 
Bit, SA 
Q.B; -0 (4.26) 
dk, ВИАН Та ре OR B, 与 Q 的 转 
Жз. 
完全 相同 ,由 式 (4.14) ABE -0, AB' «0, fib] 
QB:-0 ОВ'=0 (4.27) 
ЩЫ ЕНИ И „ЖЕКЕ РЕЛЕ NER AR OSEE НЕ, ЖЖ 
ШЕШН, k ЖЕЕ [ПМК РЕ, ВЕ, — ВНА, Зары ИОН 
КЕЕ CELA APR ЕЭ АЛЕ БЕТ НЕШ) ЕЛЕ. 
ЯСЕ Е, ABERA RE 3 XCBOB MOS IRI REO E 
Ж, SEE EORR RAE BERE US Н E AUG DIE RPG ER EIAS 
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HRE. TERNERA. 
对 图 Ө, KERRE Q 的 列 按照 与 基本 回路 矩阵 B= 
ТО ”By,s] 的 列 相同 的 次 序 重新 排列 为 
Q=[Q,, Ол ‹4.28) 
不 待 说 ,Qi 的 列 对 应 于 U 的 列 , Qu. 的 列 对 应 于 Bys HACR, 
Qu 的 列 为 建立 基本 男 路 集合 时 所 选 的 树 的 补 树 ， 而 Q., 的 列 代 
表 该 树 的 树 支 。 由 ОВ} = 0 可 得 式 (4.29)。 
О. = Qs Bi (4.29) 
因此 
Q-Q,rBA, Ul (4.30) 
假如 休 是 连通 图 ， 则 QUE n- 11, r(Q)=n— 1 Ge— Mon 
情况 下 ，Q 是 np fj, NO =n-p), I (4.30) 中 的 Qu 必须 
XQ, 0。 从 而 搞 清楚 了 ， 列 对 应 于 树 的 О, 其 最 大 阶 数 的 子 
Ж Q 的 行列 式 是 正则 的 。 
其 次 ,可 以 证 明 ,假如 Q 的 最 大 阶 数 子 矩阵 ,例如 Qu. 为 正则 
СО, 50), W Qa 的 列 所 代表 的 边 对 应 于 树 。 把 基底 割 集 
жй Q 的 列 象 式 (4.31) 那 样 重新 排列 ,使 |Q,s| 天 0， 


Q=IQ,, Qal (4.31) 
Ж ЕЭШ Qu 的 (以 2 УНЕ Qu. 
QiQ-[QiQ, UI (4.82) 


ОЗ 也 是 由 元 素 1.0 组 成 的 (mn 一 1) 阶 正则 矩阵 ,所 以 ОО 是 同 
一 个 图 的 另外 的 基底 制 集 矩阵 。 洲 将 这 个 新 的 矩阵 用 @Qy ЖИ, 
将 ОЗО, 用 Өл, 来 置换 , 则 式 (4.32) 谈 为 

Q;=[Q,, U] (4.33) 
另 一 方面 ， 使 同一 个 图 的 适当 的 基底 回路 矩阵 B 的 列 与 Q 的 列 
的 啤 序 一 致 ,分 为 下 式 的 形式 ， 

В=[В„, В] (4.84) 
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车 利用 式 (4.33) 和 式 (4.34), 计 算 BQ; = 0, 则 得 式 (4.35) 

B=B [U 0.1 (4.35) 
然而 ,由 于 和 矩阵 B 的 阶 数 是 b ъ+1, GF B 的 行 数 ， 所 以 应 该 
有 j 召 :| 头 0。 就 这 点 来 说 ,五 :， 与 Qu 的 列 都 代表 补 树 ,因此 , Q., 
的 列 代 表 检 。 俏 鞍 所 考虑 的 图 从 不 是 连通 图 ， 那 末 Ө 的 列 就 代 
表 届 的 林 。 


[81 基本 回路 婚 阵 与 基本 割 集 矩阵 的 互 换 性 


和 前面 的 证 明 过 程 表 明 ， 从 图 的 基底 割 梨 炬 阵 Q 可 得 到 像 式 
(4.33) 那 禅 含有 单位 矩阵 的 另外 的 革 席 着 集 奸 阵 ， 这 样 的 炬 阵 就 
叫做 基本 割 集 矩阵 (fundamental cut-set matrix), 以 Q, ŽRE 
从 式 (4.31) 到 得 出 式 (4.33) 的 过 程 中 ,Qs ЯНЕ, т 
Q, 的 各 行 或 是 市 集 ， 或 是 互 质 的 市 集 的 并 集 。 但 是 ， 为 了 使 Qy 
含有 单位 矩阵 ,@y 的 各 行 所 代表 的 边 的 集合 ， 不 应 包含 其 他 行 记 
慌 表 的 边 的 集合 ,或 者 对 应 于 其 他 行 之 和 的 边 的 集合 ,所 以 ,Q; 的 
行 所 代表 的 边 的 集合 不 能 成 为 互 质 的 割 集 的 并 党 。 即 О, 的 行 只 
表示 制 集 。 

Ж, Ө, 中 的 革 位 矩阵 U 的 列 与 Qu. 的 列 代 央 同一 的 边 ， 
都 对 应 于 树 ， 所 以 О, 的 行 所 表示 的 市 集 就 叫做 关于 树 支 a 的 
基本 割 集 。 例 如 ， 著 选 图 4.16 (0) P Bj EH AEG SL TR AG PIRA F Ç 


所 示 @ ， 
e 
0 
0 (4.36) 
1 


O 原文 以 下 计算 与 图 4.16 中 的 料 不 符 , 这 里 是 重新 计算 的 ,~ 一 译 者 
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a 
QOX 1 
Q= Q2) 0 


QGyi 


° e= 
оно о 
° = = а, 


30 一 一 -一 -1 30 о. s— O4 
Н 
СЯ 
ба) жана (b) 直 本 回路 (6) ENA 
B= 108%) Qu=iemz] 
|] 
а 4ї% с в ai е е 


полот Qh iiro0 
clo 111 1 O| MEE 
EARE 


图 4.16 


Ж-а 列 调 到 5, c 列 的 前 面 , SES TERES IU 
[Qn， UIER: 


а d b е в 

Q[1 1 1 0 0 
oo 0 10 1 | (4.87) 

Qi1 о 0 O 1 


因此 ,这 个 基本 割 集 矩阵 就 成 为 与 树 全 = (5, о, «УНАА, 第 
一 行 是 关于 树 支 5 的 基本 害 集 @ = (а, b, 中, 等 于 项 点 1 的 关联 
集合 ，@ = 8(1)， 第 二 行 是 关于 树 支 e 的 基本 割 集 Q@ = (c, ay, 
Q,-QU) 第 三 行 是 关于 树 支 的 基本 制 集 Q,= (a, 0, б,= 
Q(3)。 

适当 选择 连通 图 Gf 的 树 全, 则 可 得 出 关于 宇 的 基本 割 集 矩阵 。 


TEI 
Q,-iQ,, U1 (4.38) 


另 一 方面 ,可 得 出 相应 于 补 树 T" ERA, FR О, 一 样 
配置 基本 回路 矩阵 韵 列 ， 则 为 
99 ° 


зи и 
В,-10 B4 (4.89) 
从 О,В} = 0, 可 得 关系 式 
Q,..= Bia (4.40) 
把 式 (4.40) 代 入 式 (4.38) 或 式 (4.39), 便 可 从 B, 求 出 Q 反之 ， 
也 可 以 Ө, RA Bri WEBER. 


Q,-iBj, UI (4.41) 

B,-[U Qin] (4.42) 
图 4,16 Ж-Е Mur TAG PERURRUR SO, 仅仅 利用 Qss, 与 
Bs 相互 转 置 的 关系 就 可 以 了 。 


[91 基本 齐集 的 拓扑 算法 


到 此 为 赴 ， 我 们 学 过 了 基本 切 制 (或 基本 割 集 名 阵 ) 的 存在 及 
由 基本 回路 求 基本 寡 祭 的 代数 方法 。 于 是 需要 考虑 一 下 ， 基 本 害 
集 有 什么 样 的 拓扑 意义 ? 怎样 才 能 用 拓扑 方法 把 它 算出 来 ? 在 这 
8,0}. = Вл, [ 式 (4.40)] 将 起 着 重要 的 作用 。 

现在 设 连通 图 G 有 ”个 顶点 和 3 OH PME 更 进 一 
D, KERE A T= (s eoo, вө „ыў, T= (бы, 
sonras s 69), ЖЩ T 得 出 基本 回路 ay б, ns „ы, PA 
出 林 本 制 集 Q, „з, Qoare o Qoo LL BISL 42) 可 详细 
NON 


TH Ж 
tA баада Chata ct б Eo 
Qd i 1 0 ] 
Q= 9, Qn = Blu) E ` L, | (4.41)’ 
Q, | i 0 - 1 | 
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Es з € t бла быы се бр б, 


B, (4.42)! 


这 就 是 说 ,在 式 (4,42) 中 ,县 us BIG, DREL (6, DUREE 
1, 这 就 意味 着 连 支 6 MWE е, 都 包 食 于 加 路 O, 中 。 另 一 方面 ， 
根据 Qn = Bia 的 关系 ,假如 B... HG, DERE 1, WKE О, 
EQ 的 (j, 从 元 素 也 是 1。 同 时 ,对 于 Q; 来 说 ,由 于 (六 pO л 
案 也 是 1, 所 以 连 支 e: 和 树 支 9 BATERE Q, 中 。 完 全 相 
同 ,如 果 Өл, HG, 站 元 素 是 1,4} Br BUG, DREE 07 
以 


й е RATEL Жа БАРИНЕ 
产生 的 基本 回路 Ci 中 ty 产生 的 基本 割 集 9;7 中 


国 此 ,把 选 出 的 宕 支 TEL RE ЖЕЗ e 添加 到 树 上 ,假如 此 时 通过 
ey 的 基本 回路 О, 存在 , 则 边 w“E@i。 如 果 对 补 衬 的 所 有 的 连 支 施 
行 这 个 作法 , 便 求 出 关于 衬 支 6 HERRE., MANY, Æ 
图 中 被 切割 的 边 的 集合 , 若 含 有 9、 并 且 还 适当 包 揪 连 支 ， 册 此 
集合 就 是 关于 树 支 的 基本 山 集 。 进 而 对 其 他 的 树 支 重复 跟前 而 
相同 的 作法 ,就 得 到 关于 树 的 全 部 基本 割 集 (因此 ， 得 出 基本 割 集 
жр. 

[例题 11 在 图 4.17 的 图 从 中, 试 求 选择 树 了 = (e, g, ГИЧ 
ШЕЕ ЖЕНЕ B;, 然 后 确定 以 顶点 2 为 参考 顶点 的 基底 关联 逢 


Ф 原文 为 (i, 0,8, 
* 1015 


B: A 5 B; EF, 
CRRI Н T" = (a, b, d, в}, DAEA El WDR REN 


e 4 e ef? 
Gri 000 101 
Q 01005 101 
B,=[U Bis ^ E 
mU Вла оого атто 
€.00013 110 "a 
XU US 2 为 参考 顶点 ， 并 将 A 的 列 与 B, 的 列 作 成 同一 顺序 ， 
b 
в b d e c fg 
ipi 1 о 0 0 0 1 
A=3|0 0 1 1 0 1 0 
alo 9 0 0 1 1 1 
= 0( 模 2)。 乔 路。 


ш: 2 在 例题 1 中 , RAERRRER A ажин 
LP 

DERI 只 要 将 4, 选择 成 这 样 的 子 矩 阵 就 行 了 ， 即 对 应 于 
其 列 的 边 的 集合 为 对 。 在 前 面 例题 1 求 得 的 及 中 ,把 出 o Л g 
组 成 的 列 作 为 As 也 可 以 ,但 是 ,在 这 里 我 们 考察 其 他 的 树 。 若 以 
Т={4@, f, 四 作为 树 ,将 А 重新 排列 , 则 


а b e e d f 9 
if: 1 0 оѓо 0 1 
A= so 0 0 111 Ё Aa] 
410 o 1 ofo 1 1 
其 中 0 0 1 
| 1 i 
0 1 1 
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RUAA 


车 以 2 为 模 进 行 计算 ， 则 


1 0 0 1 1 1 
1 0 0 11 1 1 1 
ARCA» - 
AADS] о 1 i N N 1 1 O 
0 1 O 1 0 0 
故 车 考虑 铬 使 В, 的 列 与 A 的 列 次 序 相同 , 则 得 
a b co e d fg 
orl 0 0 0 1 1 1 
Ojo 1 0 0 1 1 1 
=[U 4204 这 ) 门 中 = 
吾 ; =f a CAST Qo o 10 1 19 
0.0 0 0 1 1 0 о 


这 个 B, RERI T” = (а, b, c, 9} 产 生 的 基本 回路 和 矩阵。 
[例题 13 对 于 图 4.18 中 的 图 G, 试 求 当 取 T= (b, d, e} 时 
Ева Qu. Qe. Qo 
[解答 ] 补 树 为 = (a, oj， 基 本 回路 是 Ou= Ca, e, DIM 
C, « [e, d, 5]( 见 图 4.18(a))。 
CG) Qi( 图 (b)) O, 与 O, 通过 树 支 8。 所 以 @ = (5, z, с), 
. G 9.0800) 0s 不 通过 4, 仅 O, 通过 do。 所以 Q = 
44,0), 
Gi) QEA) O06 通过 6, E Оте 所 以 Q.= 
в,а}. 


Ф 短 阵 式 中 AL 原文 误 为 Af HERE 
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Ф, с) 


4 
N K bad X ; EN i 


(а) GKR) у Ф БҮ рф 


Замова) 
图 4.18 


4.5 有 向 图 的 回路 


矩阵 


在 这 一 节 中 ,我 们 继续 学 习 宥 向 图 的 回路 。 在 有 向 图 中 ,回路 
上 具有 方向 ， 并 且 对 加 路 矩阵 的 运算 可 按照 普通 的 四则 运算 方法 
《在 无 向 图 中 是 以 2 作为 模 的 运算 )。 除 此 以 外 ， 与 对 无 向 图 的 处 


理 完 全 相同 。 
[11 回路 矩阵 


所 谓 有 疝 图 的 回路 , 撒 的 是 ，〈I1) 在 把 阁 视 作 无 向 图 时 的 回路 
+, жаткан, 《2) 将 该 回路 的 方向 适当 好 约 


定 为 顺 时 针 方 向 或 反 时 针 方 向 。 回 路 的 
方向 可 根据 具体 情况 (例如 基本 回路 时 } 
来 指定 。 图 4.19 是 用 细 实 线 表示 有 商 
图 的 回路 及 其 方向 的 图 。 

О, 回路 沿 着 边 ab 前 进 ; О, 回路 
是 以 5 free 作为 正 的 方向 , Wb ЯП 


Ea MAMERKE зо 的 方向 与 加 路 的 方向 相反 。 更 一 般 
地 说 ,所 谓 右 向 图 的 互 质 回路 的 并 集 , 就 是 除去 在 边 上 具有 方向 以 
外 眼 无 向 图 的 情况 相同 ， 而 互 质 辐 路 的 并 集 的 方向 为 神威 它 的 每 
个 回路 所 具有 的 方向 。 钢 如 ,在 图 4.19 中 ,有 О,ФО, HERRE 
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HAR, 20H. 局 中 Ca 的 方向 与 G, 和 O, 各 个 回路 原来 的 方向 相 
LP 

所 谓 有 向 图 人 的 回路 矩阵 В,, 就 是 行 代表 回路 或 者 互 质 回路 
的 并 集 , 而 列 代表 图 日 中 的 边 的 这 样 一 种 矩阵 ,B, 的 元 素 bu 有 下 
Eilich 


(A 当 边 6 包含 于 回路 (或 也 质 回路 的 并 集 ) O, 
| 中 ,ef 与 O, 方向 一 致 时 ( 邵 同 方向 时 ) 
171 he 包含 子 回 路 (或 互 质 回路 的 并 集 ) O, 
sh, ey 与 O, 方向 不 一 致 时 ( 即 反方 向 时 ) 
| 0 Le AAT BUR (或 耳 质 回路 的 并 集 》 
V og 1 
ЭКИ, Ж ПЕПЕ ИПИ ИРЕН, RERA EE h, АЖ 
ЖЕЙН, ATALI 中 的 图 G， 洲 各 回路 的 方向 如 图 所 示 ， 
山 回 路 矩阵 成 为 下 式 。 


4.43 


& b c d e f 

Oj 1 1 0 0 0 0 

Ol 0 1 1 1 0 0 

Ol 0 0 0-1-1 1 

B= 0-10 11 0 0 (4.44) 

Ol 0-1-1 0 1-1 

ој -1 0 1 9-1 1 
СФО i 1 0-1-1 1 


这 里 ,Cu= a, b1, Os=[5, e, 1, C, Ud, e, fl, C, [yo d], 
О,= [5, e, e, fl, О,=[ e, с, e, fla ÆR Eq h, О, = 0,00€, 
0, = C,0,, C, = COO. BEER. AD 中 把 各 行 作为 向 
X. 0,- -0,+0,= -11100 0 01+101110071= 
£-1 011001, 0,= -0,-0,, б,= -0,+0,+0,, 
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[2] 基本 回路 矩阵 


在 有 向 图 中 ， 也 完全 能 够 眼 无 向 图 一 样 来 定义 基本 回路 。 但 
是 ， 若 本 加 路 的 方向 应 取 成 与 包含 于 回路 中 的 补 树 的 过 支 的 方向 
291. МИ EN 为 例 ， 表 示 有 向 图 的 基本 间 路 的 集合 。 和 逸 择 
@, d, 用 为 树 ， 在 图 (a) 中 ， 由 补 树 的 连 支 产生 的 基本 回路 O, = 
Га, 5] 的 方向 与 连 支 的 方向 一 致 , 对 于 图 (b) (6) 也 是 一 样 。 


j 6 
> (b) с. (e J 


树 ( 细 线 ) ОВА) 
基本 回路 的 方向 与 补 树 的 连 支 的 方向 一 致 


图 4.20 有 向 图 (图 4,19 )G 的 基本 回路 集合 


和 无 向 图 的 情况 完全 一 样 ， 霄 示 图 的 边 怎样 包含 在 这 种 基本 
回路 集合 的 各 个 回路 中 的 甜 阵 , 就 是 基本 回路 矩阵 《以 В, 表示 )。 
假定 有 向 图 @ 的 顶点 数 、 边 数 及 连通 片 数 分 别 为 n. b Мо, ЖЖ 
В, EO - b+ p)4T, b 列 的 矩阵 。 在 下 式 的 5 列 中 最 前 面 的 (% 一 
6+p) 列 是 单位 矩阵 。 

B,=(U В] (4.45) 

在 GH 为 连通 图 的 情况 下 lp=1)， 为 了 使 各 个 基本 回路 的 方向 
取 成 补 树 的 连 支 的 方向 ,应 使 代表 补 树 的 最 前 面 的 (mn 一 ?+1) 列 成 
为 单位 矩阵 , WHE, Вл, HARER. A, 由 图 4.20 得 出 的 
对 应 于 基本 回路 集合 的 基本 回路 矩阵 可 写成 式 (4,46) 的 形式 。 当 
JR, 元素 -1 意味 着 所 属 的 边 与 回路 的 方向 相反 , 1 EHI AL l 
路 方向 相同 。 
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补 树 


» 
> — s—o—naA. 
° a 
Cl 0 0 0 
В,-040 1 1 0 (4.460) 
0 1-1 


[3] ЕНЕ Б ЖЕКЕ BEBO TE SERIE 
将 有 向 图 的 关联 矩阵 А, 与 回路 矩阵 B, 分 别 表示 为 11 VÀ 


ES 
А, B. 
4 i 
А, B, 


жш, n 3 G җа, mos G 的 回路 数 或 互 质 回路 的 并 集 数 。 
А.В; IG, 让 成 分 为 
А,В} = aub, + aubg + ++ аб (4.47) 
下 面 让 我 们 米 计算 这 个 值 。 
车 注意 到 А, 表示 顶点 i 的 关联 集合 ， 吨 表示 回路 集合 或 互 
质 的 儿 个 回路 的 并 集 Cj, VU ALTRE G BJ e 不 与 顶点 宇 关 联 *ca = 0, 
而 不 管 ba 的 值 如 何 , 总 有 аара 0, 即使 e 关联 于 i, BERE 
B O; 中 ,也 有 ba=0,8 tubp = 0 因此 , 仅 当 好 的 边 ea 关联 
于 顶点 (从 而 ап=1%-1), 且 6 包含 于 OQ; 中 (Bn=1 或 -1) 
М, алто. ИА, БК АБ; 的 计算 ,只 要 考虑 
图 4.21 的 四 种 情况 就 行 了 。 
从 以 上 所 述 ,假如 О, 不 通过 顶点 i, 则 式 (4.47) 的 右边 各 项 为 
零 。 而 当 O, 通过 了 时, 式 (4.47) 的 右边 的 非 零 项 数 ， 在 C; 为 回 
路 的 情况 下 为 两 项 ,在 O; 为 互 质 回路 的 情况 下 为 偏 数 项 (>4)。 但 
是 ,无 论 在 哪 种 情况 下 ,都 为 А,В) = 0。 这 个 结论 对 于 顶点 和 回路 
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— — 
H шабу + айба anbat anbara 
& (Dm +N е0 (-1){1)+(—1](—1)=0 
` | 
(a) ы. 0) 
- - — 
ui er £ e [2] і er _ 
—o——— --—. M 
bn алби anb i 
{ wDr 0=0 арно, 
(e) ; a o7 


图 4.21 关联 于 顶点 站 的 有 向 边 与 通过 了 的 回路 C, 
《或 互 质 冉 略 ) 的 任何 组 合 都 成 立 。 所 А.В; = 0 (1<і<а, 1< 
jam), W 
A,Bi-0 (4.48) 
因为 有 向 图 G BERKER А 以 及 关于 G 的 林 ( 当 p=1 
时 为 树 》 的 基本 回路 矩阵 В, 分 别 包含 于 A, В, 之 中 ， 所 以 下 式 
成 立 。 
ABi-0 (4.49) 
设 及 与 8, 的 列 按 同一 顺序 排列 ,4 =[A,，As1,B;=[U В, 
PATR WRG ERAK, W An MU 的 列 代表 补 树 , 而 4 和 
Bs МИСНИ, 车 | А | 二 0, 则 根据 式 (4.49) ,有 向 图 的 QF 的 基 
本 回路 矩阵 可 由 同 图 的 基 庶 关 联 矩 阵 利用 下 式 求 得 。 
B,-[U - (АДА) (4.50) 
按 式 (4.48) 可 得 АВ: = 0， 由 这 个 正 交 性 及 回路 矩阵 包含 着 
基本 回路 矩阵 ,可 知 下 述 问题 哺 无 向 图 的 情况 完全 相同 , 邵 当 有 向 
Bi Gui b 条 边 .% 个 顶点 以 及 2 个 连通 片 组 成 时 ,这 个 图 的 癌 路 扼 
BE B, Юр bento, 0, ARR G REEM B, 
t, X Oo nep) xb RTE BARRO- n+ p) BL, ЖАЗЫН 
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召 就 吗 合 有 向 图 的 基 宕 回路 矩阵 。 基 底 回路 矩阵 B ME GT 
М), 可 用 基本 回路 矩阵 的 行 向 量 的 线性 组 合 表示 , 所以， 如 与 
В, 的 关系 式 由 下 式 给 出 ， 
B-DB, (4.51) 
式 中 PENH, ID] #0, 
例如 ,对 于 图 4.19 中 图 的 一 个 基底 回路 矩阵 ， 按 式 (4.44? 选 


成 下 列 形式 ; 
a c e b d f 
ОГ 0 1 0 1 1 O 
TE 1 0.0 1 1 (4.52) 
С -1 1-1 0 0 1 


然后 ， 将 同一 个 有 向 图 的 基本 回路 拭 阵 取 作 式 (4.46? 的 形式 ， 则 
B 5 В, 的 关系 为 


a c e b d f 
01 орі 0 0 1 0 от 
B=DB,=| -1 1 ofo 1 0 1 1 s [eem 
-1 1-110 0 1 0 1-1 
ER ID|=-1, D 是 正则 的 。 
3 HE 


[1] 设 具有 # 个 顶点 的 连通 图 为 G。 这 时 ,人 人 是 连通 的 ，(it) 有 个 
顶点 ,( 省 ) 有 % 一 1 条 边 ,iy) 没 有 回路 。 试 证 明 这 样 的 四 个 条 件 中 ,如 果子 
Tig 满足 三 个 条 件 , 便 能 导出 其 余 的 一 个 条 件 , 即 证 明 下 列 命题 是 等 价 的 。 其 
中 把 树 的 定义 作为 命题 (2)。 

D 9 是 树 。 

D 9 是 连通 的 且 具 有 “个 顶点 和 (4 一 1) 条 边 。 

(8) 在 及 上 没有 四 咯 ,有 个 顶点 和 (% 一 1) 条 边 。 

(4) 王 是 没有 回路 ,有 于 个 顶点 的 连通 图 。 
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(5) 五 有 # 个 顶点 、 在 任何 两 个 顶点 则 都 只 存在 唯一 的 路 径 。 

L2] Wk 在 平面 图 G 及 其 对 倘 图 G* E, G 的 回路 及 割 集 在 对 偶 
图 中 分 别 对 应 于 市 集 与 面 路 。 

[3] 试 证 明 ， 在 过 通 的 欧 匀 图 中 ,存在 着 外 含 所 有 边 的 闭 边 列 。 

L4] WE: 当 连 通 的 图 @G 仅 仅 两 个 顶点 的 次 数 是 奇数 ,其 他 所 有 顶 
点 的 次 数 都 为 偶数 时 , G 便 可 能 被 一 笔画 出 的 。 

ГБ] 对 于 图 4.22(a)、(b) ,基体 的 求 出 闭 边 列 及 开 边 列 。 


[61 列举 出 图 4.22(&) 的 全 部 欧 拉 子 图 。 

[7] WER: 当 图 G 的 两 个 顶点 i j (46) 间 的 路 径 为 Pi、P, 时 ， 
POP: ЖСР. 

ts] WER: ноз p (21) 个 连通 片 组 成 时 ， 同 路 敌阵 B, 的 秩 是 
bsg+p。 这 里 ,b、% 分 别 是 局 的 边 数 和 项 点 数 。 

Сө] WEA: 在 连通 图 人 的 基底 回路 矩阵 B 中 ,对 应 其 最 大 阶 ACTI 
短 阵 的 列 的 边 ,成 为 如 的 补 树 的 充 要 条 件 是 它 的 行列 式 为 正则 的 。 

[10] 对 于 图 4.23 的 基本 非 平面 图, 试 在 把 树 取 作 Ту (a, b, o, d) ы 
B= (a, b, h, 分 的 情况 下 ,从 基本 回路 矩阵 求 出 基本 割 集 敌阵 。 


114.24 


[11] HFR 4.24 的 有 向 图 , OR ORE Tue (b, 0 6, f) R Түз 
(a, b, 4, 分 时 的 基本 回路 矩阵 。 
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第 五 章 在 电路 和 电子 线路 
方面 的 应 用 


IEAI 本 章 以 造 今 所 学 过 的 图 论 为 基础 ， 对 电路 
《通常 称 为 网 络 ) 进 行 描述 和 分 析 。 用 图 的 拓扑 的 观点 说 
明基 尔 答 夫 定律 , 戴 勒 地 定理 ,关于 电路 的 电流 变量 和 电 
于 变 重 的 回路 (电流 ) 变 换 和 节点 @ Сед). ИА 
数 等 。 最 后 ， 将 电路 分 析 的 节点 (电位 ?法 和 回路 (电流 ) 
法 相对 照 来 进行 学 习 。 

对 复杂 电路 进行 分 析 和 利用 状态 方程 求解 历来 很 时 
下 ,由 于 大 型 ,高 速 电子 计算 机 的 出 现 ， 变 得 容易 了 。 但 又 
要 求 有 系统 的 计算 方法 。 被 称 作 电子 电路 OA D(compu- 
ter aided design, 计算 机 辅助 设计 ) 的 方法 也 是 由 计算 机 
而 产生 的 。 因 而， 图 论 也 就 成 为 它 的 重要 基础 。 


5.1 基 尔 骸 夫 电流 定律 和 电压 定律 


在 分 析 以 电阻 电容、 电感, 变压器、 电源 作为 组 成 元 件 的 集中 
参数 电 有 路 时 ， 基 尔 签 夫 电流 定律 和 电压 定律 是 不 可 缺少 的 。 这 是 
众所周知 的 事实 。 此 二 定律 ,无 论 在 无 源 电 路 还 是 有 源 电 路 中 ,在 
任何 瞬时 均 成 立 。 因 此 运用 欧姆 定律 建立 和 推导 电路 方程 只 是 它 
们 的 一 个 普通 的 例子 。 


Ф 按照 习惯 说 法 ， 图 论 中 “顶点 "在 电路 中 称 为 "节点"，“ 边 "在 电路 中 称 为 支 
路 "一 泽 者 
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本 节 从 用 图 论 将 基 尔 直 夫 电流 定律 〈Kirehhoffe current 
law, 缩写 为 KCL) 和 电压 定律 (Kirchhoff’s voltage law， 缩 写 为 
KYVDAREF RWE. 

首先 ,车 把 电路 的 元 件 与 图 的 支 路 相对 应 作为 用 图 表示 给 定 
电路 的 一 种 方法 ,出 元 件 的 连接 关系 , 亦 即 电 路 的 拓扑 结构 便 一 目 
了 然 。 也 有 像 变 压 器 那样 的 ,即使 有 着 电 的 联系 ,其 对 应 的 图 的 情 
说 却 是 非 连通 的 。 图 5.1 表示 电路 所 对 应 的 图 。 


2 3 5 P 
CB L ND 
` 1 4 i 
图 5.1 用 图 表示 电路 
电 有 路 中 流 过 各 元 件 的 电流 ,在 图 中 ,可 以 用 标 有 电流 方向 的 有 
向 支 路 和 加 上 了 电流 什 ( 电 流 变 量 ) 的 有 向 图 表示 。 图 5.2 所 示 的 


是 电容 和 电阻 的 梯形 电路 举例 。 恨 设 该 电路 中 各 元 件 所 流 过 的 电 
流 如 图 (a) 所 示 时 ， 玫 示 电 流 的 有 向 图 是 图 (b) 所 示 的 对 应 于 七 个 


PE 3 Hq ha £ 4 
EEE 
d ú 3 一 а D» ad 
Н 

(a) (b) (e) 


ЧАБ QR) UR, Qo Яалаа ДА Алфа A ARLA 
《或 电流 变量 ) 的 有 向 图 ，(e) 表示 各 元 件 的 电压 极 性 《电压 的 
方向 ) 和 所 压 信 《 或 电 正 变量 ?的 有 向 图 
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元 忻 的 七 条 有 向 支 路 。 另 一 方面 * 各 元 件 的 电压 及 其 方向 也 同样 地 
用 有 向 支 路 表示 。 这 种 情况 下 ， 电 压 的 方向 统一 规定 为 高 电位 处 
是 有 向 支 路 能 头 的 尾部 ,或 者 也 可 规定 为 头 部 。 在 此 ,规定 用 同一 
个 有 向 图 表示 电流 和 电压 ， 并 规定 有 向 支 路 箭头 的 尾部 电位 比 头 
部 高 [如 图 5.2(e) 所 示 ]。 
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设 电路 的 有 向 图 有 5 RER, Эр жИН ЖЕ ТЕТИК 
表示 , 称 之 为 电流 向 量 L.= Lš, 各,… 如 了 。 其 中 的 电流 6, fpes b 
是 流 过 元 件 的 电流 ， 同 时 也 表示 与 电 有 路 对 应 的 有 向 图 中 支 咯 的 名 
称 。 如 果 利 用 这 个 有 向 图 的 关联 矩阵 Au, 因 流入 性 一 节点 的 电流 
的 总 和 为 0 , 则 对 一 切 节 点 KOL 都 可 用 下 式 清楚 地 麦 示 出 来 。 这 
里 假设 不 存在 由 电流 源 组 成 的 关联 集合， 把 A, 的 列 的 次 序 与 
L 的 行 的 次 序 相对 应 时 ， 


克 希 荷 夫 电流 定律 (KOL): AgQ-0* (5.1) | 


图 5.24b) 为 表示 电流 的 有 向 图 ,由 此 得 到 
各 
ir-l 1 0 0 0 0 O 
2| 0-1-1-1 0 0 0 
4-3 0 0 0 1 1 1 0 (5.2) 
4,000 0 0-1 1 
5- 1 0 1 0-1 0-1 


、 BEBU L= гї, š, 6, š, š, 6, ТИЯ A.L, WEFR 


*1 如 果 存 在 这 样 的 关联 集合 ,将 产生 不 满足 КОГ, 的 情况 。 
*2 АО О, АНЬ ВЫЕ, 
* H4* 


1р-1 1 0 0 0 0 оё 
2| 0 -1-1-1 0 CREEA 
Al-8|0 0 0 1 1 0 || é 
49 0 0 0 0-1 ijih 
5-1 0 1 0-1 0-1 | š 
i 
bé- 
1р4. té 0 
2| -&á- 45-4, 0 
= 3) ititi, =| 0 (5.3) 
4| - 6d 0 
5- hth- iir 0 


上 式 的 第 1 行 表示 从 所 对 应 的 节点 流出 的 电流 总 和 + 
CEDRO, 第 3 行 表示 从 节点 3 流出 的 电流 总 和 为 0， 即 训 + 
各 + 各 =0。 其 他 节点 依照 同样 方法 ,在 表示 电路 的 有 向 图 的 关联 逢 
阵 中 ,各 行 表 示 与 该 行 所 代 事 的 节点 衫 连接 的 支 路 ,从 该 节点 向 外 
的 支 路 其 元 素 为 (+ 1 )* 进 入 的 边 其 元 素 为 (~ 1。 因 此 ,这 个 行 向 
量 与 电流 向 量 D, 的 积 表示 从 该 节点 注册 的 电流 之 和 。 这 也 可 以 
对 任何 一 行 耐 宦 , 因 而 最 终 得 到 KOL 的 线性 方程 式 Aol,=0。 由 
于 А, 所 有 的 行 不 全 是 独立 的 ,因而 用 基底 关联 矩阵 А, 从 АГ, = 
0 得 到 的 线性 方程 式 ,是 A,T.=0 中 的 独立 线性 方程 式 。 所 以 , 用 
AL=0 就 能 满足 KCL。 例 如 ,在 式 (5.3) 中 ,车 将 前 四 行 祖 加 , 从 
节点 1,2,3,4 流出 的 电流 的 总 和 为 — 4,7 k +š, + ( = 0), BE DE 
入 节点 5 的 电流 的 总 和 。 

任何 割 集 可 以 出 关联 集合 的 线性 组 合 得 到。 因此， 根据 式 
《3.29)Q=DA(ID|w0) 和 AI,=0 得 

DAL-0 Bj QI,-0 (5.4) 
"115 。 


该 式 也 满足 KOL, 
图 5.2(b) 的 基本 制 集 矩 阵 ,当选 树 为 了 = (5, &, k, 6 Bf, 
得 式 (5.5)。 


4o 44 d du d d d 
Qp-100100 0 
Q 1 1 00 1 0 0 
Q,- ^" 5.6 
"Qe o 1 10 0 1 O e 
Ql o 0-10 0 0 1 
W = Ei d éa da ds 6, 1 RAR. DR 
Qur- +4, 
ititi 
Q4, = Qd ++ (8.6) 


Qu ititi 

Qu t +$, 
XG.3) m. OMER, QU, 的 第 1 行 . 第 2 行 ,分 别 等 于 AL, 
的 第 1 行 滋 以 -1 第 2 行 乘 以 -1 的 值 ,Qrz 的 第 3 行 和 第 4 行 ， 
ЯУ AL, 的 第 3 行 和 第 4 行 相 等 。 因 此 ，Q@Qrf = 0, 这 只 不 过 
意味 着 各 节点 的 KCL。 但 式 (5.6) 的 第 1 行 和 第 2 行 分 别 次 示 流 
入 节点 1 和 节点 2 的 电流 的 总 和 。 而 第 3 行 和 第 TERREA 
节点 3 流出 的 电流 总 和 及 从 节点 4 流出 的 电流 总 和 。 

车 在 同一 个 表示 电流 的 有 向 图 中 , 设 另 一 个 树 2= C, б, k, 

i}, 


4o 4 d d d 4 d 

Qpr-i 0 0 1 0 0 орй 
Q4.- QI 1 1 о 0 1 0 0 ù 
Q| 0 1 1 00 1 0]|'4 
о 0-1 0 0 0 111%, 

i 

Л 

Fh 
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Q.ré - 4 
Qui ititi 
Cobre 
QuU-4& - 4 
各 基本 割 集 和 Qs1,=0 的 意义 如 图 5.3 Pos. 3352348065 
方向 ,在 式 (5.7) 中 


0 
9 (5.7) 
0 
0 


жа: мо яв. з 
图 5.8 ЖАЯУ Qui s HEX 

第 1 行 = 从 节点 { 1 } 流 向 由 节点 {2, з, 4, 时 所 组 成 的 子 图 和 
的 电流 总 和 

第 2 行 = 从 节点 {3,4,5} 所 组 成 的 连通 子 图 流向 节点 {1,2)} 所 
组 成 的 连通 子 图 的 电 注 总 和 3 

第 3 行 = 从 节点 {3,4} 所 组 成 的 连通 子 图 流向 节点 {1,2,5} 所 
组 成 的 过 通 子 图 的 电流 总 和 ; 

第 4 行 = 从 节点 {1,2,3,5} 所 组 成 的 连通 子 图 党 向 节点 { 4} 
的 电流 总和 。 

жй, АЛ,=0 表示 各 节点 流出 的 电流 的 总 和 为 0。Q.L=0 
SORGE A UE CHURCH АЗР О rb BRUKARANE 
ЈАНИНА) 所 具有 的 方向 为 正方 向 的 着 集 的 支 路 流 过 的 电 
流 总 和 恒 为 0 ， 即 在 由 割 集 (或 者 互 质 的 割 集 的 并 集 ) 所 产生 的 丙 


ех 南 节 虚 有 8 人 5 组 成 的 连通 于 图 
.117• 


个 子 图 之 间 , 从 一 个 流向 另 一 个 的 电流 总 和 为 0 。 
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Ее А: Ч 
表明 ， 在 表示 电路 中 各 
元 件 电压 的 有 向 图 中 ， 
沿 任 意 回 路 特 行 一 局 
时 ,该 回路 记 包 含 的 支 


s 树 а, dn 路 的 电压 的 总 和 为 0。 例 
图 5.4 在 表示 电压 的 有 向 图 中 的 基本 回路 和 如 ,在 图 5.4 中 ,考察 一 
对 应 于 各 回 政 的 基 尔 禾 夫 电压 定律 


下 On 这 样 一 个 基本 回 
路 。 在 O, = (0,,0., V8} 中 ,O06, 的 方向 为 顺 时 针 方向 ， ЗЕН % 和 
%s 的 方向 与 Co 的 方向 一 致 ,vs 的 方向 与 Co 的 方向 相反 。 因 此 ， 
在 该 回路 中 的 电压 总 和 为 v.e. (—) =0。 对 于 其 他 回路 也 
同样 。 

设 表 示 各 元 件 电压 的 电压 向 量 为 Vo=[%4， v, v, 利用 
间 路 矩阵 ,KVL 通常 用 下 式 者 示 ， 但 设 在 电路 中 不 含 只 由 电 肘 源 
组 成 的 回路 要 。 


基 尔 忱 夫 上 电压 定律 : 


0 《5.8) 


图 路 矩阵 В, 的 行 ,包含 着 回路 与 互 质 回路 的 并 集 。 但 对 于 互 
质问 路 的 并 集 来 说 ,构成 它们 的 各 个 回路 都 满足 KVL, 这 是 明显 
的 ， 所 以 由 式 (5.8) 得 到 的 全 部 线性 方程 式 通常 并 不 都 是 独立 的 ， 
实际 上 存在 闭 从 属 的 多 余 方程 式 。 对 于 代数 中 的 В, 的 适当 的 ak 
腐 回路 矩阵 号 ,车 使 


*1 如 采 存 在 这 样 的 回 略 ,将 产生 不 满足 KOL (NR, 
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BV,=0 (5.9) 
WWW KVL, 
可 以 用 基本 回路 矩阵 B, MARRE, ИГ, IERI 5.4 
的 有 向 图 中 ， 设 树 为 全 = (аа, 0s, 0, Veh, АМ T = O, Ora 
от), EDE, ДАМОН Oas ou, o 得 基本 回路 Cu, Ou, Cno T 
路 的 方向 与 各 连 支 的 方向 一 致 时 ,基本 回路 矩阵 为 


D 9, % Va Vs % % 


O1 0 1-1 0 0 
B,= O, 0 1 0-1-1 1 (5.10) 
Ono 0 130 0-1 1 
因此 ,有 关 各 个 回路 的 区 VL 为 下 式 
Oo 9, +, 9. 0 
m НҢ 
Op Vr ~ vo + Ve, 0 


又 ,在 癌 一 个 图 中 ,如 图 5.5 那样 
选取 独立 回路 C. C. C, 时 ,得 到 三 个 
独立 方程 ,用 抑 阵 表示 出 为 


O, Oas Os O, Us Wo Or 


图 5.5 KVL 定律 应 用 于 
独立 的 回路 


O[1 1-1 0 0 0 ог, 
BV,-O|1 1 0-1 1 0 j СЯ 
Oll 1 0-1 0 1 11| 
е. 

е 

Ve 

9; 


92, 0,— 9, 0 
= | % +%,— Oa Os =| 0 
9, 9p 94 + Vg t Vr 0 
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5.2 基本 回路 电流 和 节点 电压 


基 尔 霍 夫 电 流 定律 可 以 几 示 为 方程 式 A1,=0。 为 了 求 出 关于 
电流 变量 d, das nn, бъ 的 齐 次 线性 方程 的 解 , 先 将 共 底 关联 夭 阵 
公分 其 成 А= ГА, Anl, 使 Au 的 列 对 应 于 补 树 (或 者 补 林 )， 
A,, 的 列 对 应 于 树 ( 或 者 林 。 然 后 将 电流 向 量 I, = Cé 4, k RS 
元 素 (电流 变量 ) 对 应 于 А 的 列 这 样 地 排列 。 设 过 支 电流 向 量 和 
树 支 电流 向 量 分 别 为 L, L. 


„= | (5.13) 
因为 AL = 0, 得 A.L + AL 70, В, 树 支 的 电流 可 以 用 
连 支 电流 所 代表 的 回路 电流 表示 如 下 ; 
B=- Ag AL, ‚ (5.14) 
因此 ,根据 式 (5.13 和 式 (5,14), 电 流向 量 z 可 以 用 式 (5.15) 
从 连 支 的 电流 向 量 求 得 。 


L=|_ “aP (8.15) 


最 终 , 著 利用 式 (4.50) 将 1, 和 L, MEE ЖЕНА, 
容易 得 到 


L-Bil, (5.16) 


该 式 称 为 回路 变换 (eireuit or mesh transformation) , 4 Ui НЯ 
电路 中 各 元 件 的 电流 可 以 用 取决 于 补 树 的 回路 电流 来 表示 (或 决 
定 )。 在 实际 药 电 路 中 若 有 电流 源 , 因 其 值 为 已 知 ， 必 须 将 其 对 应 
于 补 树 的 连 支 来 分 析 。 在 图 5.6(a) 中 ， 取 它 的 一 个 基本 回路 矩阵 
为 式 (5.17) 。 
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ñ unis 
mm 


Po 
mio 
(a) 用 基本 回路 电流 表示 树 (b) 用 树 支 电压 表示 连 
支 电流 [ 式 (5.167] 支 电 压 [ 式 (5.21)] 

mp астана) 
一 
vits 
RC 


т=з 


(e) RE Rt EGRE BUE s (5.25)1 
图 5.6 
将 电流 变量 向量 工 的 元 素 对 应 于 Bi 的 各 列 , W L- 
[时 由 式 (5,16) 可 得 由 基本 回路 电流 表示 的 各 
支 小 电流 的 表示 式 如 下 。 这 时 , 连 支 电流 向 量 L = Lš, š, 多 了 ,因此 


А & 
d i 
i i 
L= а |=В=| 4 (5.18) 
& -h-i 
& -i-i 
& 
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著 夏 一 下 基本 回路 Ou = 05,6, 45), 可知, 由 式 (5,18) 得 :号 = 
$ t= 一 名- 加， 因而 连 支 电流 6 与 消 基 本 回路 Cu, 循 行 流 过 的 
基本 回路 电流 š, 相同 。 关 于 其 他 回路 也 同样 。 又 可 得 知 , 树 的 任 
意 一 个 树 支 电 党 可 以 用 基本 回路 电流 的 县 加 , 即 线 性 组 合 米 表示 。 

然后 ， 转 而 说 明 各 支 路 电压 和 树 支 电压 的 关系 以 及 各 节点 电 
压 与 树 支 电压 的 关系 。 在 电路 电压 的 图 中 ,适当 选取 一 树 , 设 关于 
该 树 的 基本 回路 和 矩阵 为 B;。 设 各 支 路 电压 为 Oy 0n, Vas HE 
此 电压 向 量 V. 分 扎 为 对 应 于 连 支 的 电压 向 量 Ve MAYET A E 
的 电压 向 量 Vi， 


v, 
v.s) (5.19) 

Ба В/У, - 0 可 得 

вуеш Bulv]-VeBeves (8.20) 
B V,- - B,.V, (5.21) 
KANM, ЭЕЗОЙЕ EPP 883 ii R3E2R QUO", WAN 
支 电压 可 以 用 树 支 电 压 的 代数 整训 (线性 组 合 ) 表 未。 例如 ， 在 图 
5.6(b) 的 电压 图 中 , 著 取 桂 为 T Cu, еъ, wm， or}, 得 


D % Ve O 


1-1 0 0 
В=|0-1-1 0 (5.22) 


0 0-1 1 
因而 ,车 利用 式 (5, 21), 连 支 电压 向 量 为 下 式 。 


9, ® 9. % 


9s 1-1 0 of% 
V,=|s |= - ВИ, =-| 0-1-1 0 M 
2, 0 0-1 11е 
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-0 + 
= Ф.+ 05 (6.23) 
Ve— 9r 


第 1 行 的 含义 是 , 连 支 电压 о, 由 树 支 电压 o, 和 e Dg, ТЖ 
示 为 01= — 0, + 9. ЁЁ ©, + © = vs 也 是 成 立 的 ， 央 为 从 节点 5 
到 节点 2 BRER O) 等 于 从 节点 5 到 节点 1 fri ird (o) 加 上 
节点 1 到 节点 2 的 电位 差 (v,)。 其 余 二 式 也 同样 。 

将 式 (5.21) 代 入 式 (5.19? 得 电压 向 量 


ve "| (5.24) 
аара AMARA B Kan ae 


时 ,各 支 咯 电压 就 确定 了 。 
车 利用 式 (4.18), 式 (5.24) 则 变 为 


[i i 
(a) mi (b) ambi 


D S % 
(в) ЕР (9) 边 va 的 移动 
图 5.7 (Аһ Ve 的 说 明 
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ARAD y 4 
amo] ASS S Gam 
PELAN RUE DRE V, 为 
V.= (А-У, (6.20) 


式 (5.25) 则 变 为 
V,= АУ, (5.27) 


BREH, V, 的 全 部 元 素 可 以 用 ,的 元 素 的 线性 组 合 来 表示 。 
V, 的 元 素 是 什么 样 的 电压 昵 ? 证 我 们 举 图 5.7 (8 的 电路 好 为 例 
分 析 一 下 V, 的 元 素 。 
设 以 G 的 节点 6 为 参考 点 (reference node, datum node 
ground) fj Вар A 为 
Au As 


Yo Vs D, Va % U Og Ù 


1[1-1 0; 10 0 0 0 
20 0 0i-1-2 0-1 0 
A-3|0 0i 0 1 1 0 1| (5.28) 
410 11000 1 0 
slo 0-1: оо 0 0-1 
ВСАА) У, у 
1р1 -1 1 0 етә 
210-1 1 0 ое, 
V= (AV = 8|]0 0 1 0 ofo 
40-1 1 1 оје 
510 0 1 0 | 
Va Dat Vs LM 
Б Vas 
=| or =| 95. 
— s +u +, Фе 
| vr~ b Ф 3 
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1088, V, 的 元 素 是 设 参考 点 为 节点 6 时 的 节点 电压 Oies eu 
onseuy Ss. ВОРОНА AMV, 迹 成 了 节点 电压 向 量 。 
与 An 对 应 的 树 示 于 图 5.7(b)， 将 矩阵 As 用 列 的 初等 变换 为 
单位 纸 阵 ,与 将 这 个 料 变 换 为 图 5.706) BERI BDE DJAR, 
现在 研究 变换 成 星 小 的 步 又 。 首 先 ， 将 支 耻 v4 从 节点 1 连接 
到 参考 点 。 失 节点 1 到 参考 点 的 路 径 是 (ou，eu 97), ЖИ 0, 的 
方向 与 该 路 径 的 方向 不 一 致 ,因而 若 Asa 的 列 Oa REAL ou, 支 路 
vs 应 从 节点 1 连接 到 节点 3。 换 言 之 ,这 个 计算 所 得 的 拭 降 ,是 支 
路 vs 从 节点 1 848214 8 3 所 得 的 图 5.7(d) 的 树 的 基底 关联 和 
ВЕ, ARJA, MTSE о 的 方向 与 路 径 的 方向 一 致 , 当 列 o, 加 到 列 
% 上 时 ， 支 路 v4 从 节点 1 换 接 到 参考 点 。 若 其 他 支 路 也 用 同样 
Marie ,就 能 变换 成 星 形 的 椅 。 为 了 表示 这 种 换 捷 方 法 ;定义 
жр Р, 
Р-р ‹5.2в)у 
是 mw- 工 次 方 降 ,其 元 素 po 为 ， 
1， 支 路 了 属于 从 节点 ;到 参考 点 的 路 径 ， 支 路 的 方 
向 与 路 径 的 方向 一 至 时 
205-1, XW IRTIRA i BIBAT AUR, GERENDIS 
向 与 路 径 方向 不 一 致 
| 0， 其 他 情况 
在 此 应 谈 注意 ,P 的 行 表示 路 径 , 而 为 了 与 Ao 的 行 对 应 ， 从 Aa 
BA i 行 所 表示 的 节点 4 到 参考 点 的 路 径 ， 用 P WEITER, 
由 图 5.7(b) 的 树 所 得 的 矩阵 P 为 
1 


Р= 


== 
orooo 
roooo 


-1 
-1 
0 
一 工 
0 


ESTIS 


0° 
0 
0 
o 
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P RRi GERRATE EA i RENSE RNDR N Aa 
的 列 的 初等 变换 ， 因 而 


A,P,2P,AL-U (5.30) 
ERRI P 为 At, 的 赣 矩 阵 , 所 以 式 (5.26) 变 为 
V,- PV, 


P R iti Р, ERATA i IAE ARA, 同时 ,由 于 根据 支 
路 的 方向 与 路 径 的 方向 一 致 或 者 不 一 致 而 取 + 1 或 者 -1， 所 以 
РУ, 为 从 节点 名 到 参考 点 的 路 径 上 的 袜 支 电压 之 和 , 即 从 节点 
到 参考 点 的 电压 ,PV, 为 电压 向 量 。 因 此 ,显然 式 (5.27) 是 所 有 支 
路 电压 作为 节点 电 还 的 线 狂 组 合 的 者 达 式 。 为 此 ， 式 (5,27) 称 为 
节点 变换 (node transformation), 


5.8 戴 勒 享 定理 (Tellegan's theorem) 


这 个 定理 是 一 般 性 定理 ,对 于 任何 电路 ,只 要 是 满足 基 尔 惟 夫 
电压 定律 和 电流 定律 的 集中 参数 电路 ， 该 定理 均 成 立 。 因 此 该 定 
理 用 于 对 电路 的 能 量 守恒 定律 .策动 点 嚼 抗 ` 互 易 定理 等 从 图 论 观 
点 奢 的 新 的 研究 方法 和 证 明 中 。 此 戴 勒 享 定理 仪 仅 基 于 KVL 和 
KOL, 因此 无 论 电路 是 有 源 电 路 还 是 无 源 电 路 ,是 线性 电路 还 是 非 
线性 电路 ,是 时 变 电 路 (tizae variant) 还 是 非 时 变 电 路 (time-inva- 
riant), ERREX 


[1] йж 


现在 研究 任 一 集中 参数 电路 。 设 它 的 图 有 5 Ж ЖИ ЯНВ 4 
节点 。 只 要 各 支 路 电压 满足 KVL, REREH. ВУ, REE 
支 路 电流 满足 CL, 取 任意 值 也 可 。 这 时 ， 各 支 路 电压 和 电流 可 
以 是 完全 独立 (无 关 ) 的 (不 言 而 喻 ,在 上 电压 和 电流 二 者 之 间 ， 吹 姆 
定律 成 立 , 即 使 是 非 线 性 的 关系 也 无 妨 )。 但 是 ， 读 取 各 支 路 的 电 
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压 值 和 电流 信 须 恰当 地 确定 极 性 ,如 图 5.8 所 示 。 
这 时 ,着 设 支 路 电压 为 2o буу, Vo ЗОВЕ 
DEN "P 


PULS 3 ni - vite o (6.89) шз кш 


зла 
先 刹 证 明 该 定理 的 第 一 个 例子 。 图 5.9(a) 是 ORREN 


线性 无 源 电路 。 与 分 析 电 路 时 要 恰当 地 网 定 电压 НЕ 
和 电流 的 方向 一 样 , 对 于 该 电路 要 画 丛 当 的 有 向 图 ,如 图 (b) 所 画 。 


53у. n A 10 * 2 


ІЗА 2k. 
зу lisa 15У Los 65V(D2A LII й LI 
18A * [3Q2A " 


057.18 svelsD . is ET 


(a) (b) 
图 5.9 线性 无 源 电路 及 其 图 


$,23V, v=-3V, e= -2V, = -1.5V, ve=1,5V, 
$,2—-8V, w«w--8.5V 
4--1.5À, d--1.8À, 4-2-2A, ф=—0.БА, 
d-1.À, é4--2A, d4-2A 
当然 它们 满足 КУТ, 和 KOL, RI GO E SERT ТИЧЕ, 
Жем = -4-5+4.5+4+0,78+2.25+6-13=0 


其 次 ,在 图 5.10(a) 的 电路 中 ， 在 满 足 KVL 和 КОТ, 的 条 件 
下 ,各 元 件 的 电 甘 和 电流 可 任意 确定 。 戴 共享 定理 成 立 ,与 这 样 的 
电路 和 元 件 是 否 实际 上 存在 无 关 。 图 (b) 的 电压 向量 Vo, 电流 向 
BASS 
Vispe99,9,91-[-2 318 41 
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图 5.30 ВЕ КҮТ, # КОТ, 的 电路 及 其 图 


=h hhh 6l=[11232-831 
HA Vi 8 
Vil,=-2+3+2-15+12=0 
ЖЕЕ ЕЕЕ, RIFERITA rt RUNI HU RE JEUX 
立 的 。 现 尼 夺 定理 的 证 明 。 

在 电路 的 有 向 图 中 ， 设 其 关联 矩阵 为 4， 从 节点 电压 On 
915,75 Vain 可 求 支 路 电压 0, oa …，t， 如 式 (5.27) 所 乐 ， 即 
V.- AV, 

Э ERE RIS Ж ЫҢ n. HAT 
Die - VIL САУТ, УСА, (8.83) 
内 电路 满足 КОП, it АЈ, =0, ЕЛЫН ЕЗЙ, VIL =0, Юу 
定理 简单 地 得 以 证 明 所 。 
此 定理 对 于 任何 瞬时 均 成 立 , 所 以 式 (5.32) 可 以 用 下 式 表示 。 


Добьо-0 t tamm (5.84) 


因此 ,该 定理 前 物理 意义 可 以 用 电路 的 能 量 守恒 来 说 明 。 
vy) ELO) ЛЕШ š, ШИ ЖЕНЕ ЗЕ e, BJ HORE „5Җ (65.34) 
的 意义 是 供给 各 支 路 电功率 的 总 和 为 0。 换言之 ,就 是 如 果 在 


*1 将 式 (5.16) 代 入 式 (5.33), 用 式 (4. 弓 ) 的 АВ; = 0 也 可 证 明 。 
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电路 中 有 若干 个 独立 电源 ， 那 么 由 这 些 独 立 电源 所 供给 的 电功率 
的 总 和 等 于 在 其 他 支 路 消耗 的 电功率 的 总 和 。 因 为 戴 勒 亭 定理 是 
仅仅 基于 KVL KOL 的 定理 ， 因 此 也 可 以 说 电路 的 KVL 和 


KOL 意味 着 能 量 守 重 定律 。 例 如 , 在 图 5.9 中 , И Z ot = 0, F 


或 成 立 。 
供给 的 电功率 = — (об, +) 
= Dada + 9,5, + ©, + 0,0, tu, 
= 消耗 的 电功率 =3+1.5+86.5X2 
=4.5+13=17.5W 
还 有 ,在 非 时 变 状态 的 交流 电路 中 ,将 各 支 路 电压 、 电 流 用 复 
BRER. UA Vas Vue, Vo f А, Luc, Io, 这 E Vr, Z, 
(k=1, 2, 0, b) 是 用 复数 表示 的 支 路 姑 WB EA š pi V. = 
Vio), Ium 1,3) 35 3848 A, RE XERUS 


| тийуу, ADEFE SVr Hi0 09) 


ЖАЗИ НЕТ ИПИЕ EVT BE, 电容 、 电感 ( 包 
括 变 压 器 ) 组 成 的 线性 电网 络 时 ， 可 以 求 策动 点 输入 阻抗 (参看 习 
题 [3]), 导 出 正 实 函 数 等 重要 性 质 。 
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现 设 两 个 集中 参数 电路 N.N 有 相同 的 结构 , 即 设 在 N.N у 

图 G., @ 中 ,有 相同 的 支 路 数 (2 和 节点 数 (a)， 而 在 对 应 的 两 个 节 

点 间 即 使 连接 著 不 同 的 元 件 也 可 以 。 极 端的 情况 ， 即 使 一 个 电路 

的 支 路 开路 ， 另 一 个 电路 对 应 的 支 路 短路 也 无 妨 。 在 玫 示 电路 的 

有 向 图 B、 全 中, 设 对 应 的 各 支 路 电压 和 电流 的 极 性 和 方向 相间 ， 

如 图 6.11 所 示 那 样 。G 的 支 路 e 的 电压 和 电流 分 别 衷 示 为 wxy 
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和 电流 表示 为 b, 5. Jet, BOE 
NME КУІ, 9—28, Ñ ME 


ñH š 


| 5a ИИ, G 的 对 应 支 路 8, Кк 
SUN 


KOL, W 
(a) 的 支 路 еа (b) 全 的 支 路 后 "mm 
图 5.11 在 两 个 有 向 图 对 和 G' 中 > 
对 应 各 边 的 电压 和 电汇 的 极 性 Ee (5.88) 


BE, 由 于 oi 是 一 个 电路 的 支 路 电压 与 另 一 个 电路 所 对 应 
的 支 路 电流 的 薪 积 , 故 式 (5, 36) 没 有 能 量 这 个 物理 意义 。 不 必 说 ， 


假设 两 电路 不 和 Ñ 满足 КУТ, 和 KOL, W Eso. HH 
六 of Zaio (5.37) 


例如 ,在 图 5.12 中 ,下 式 成 立 。 


шй, -lo-143- 349-3 
дә = 2 1+3 7+’ 17? 


E e 3 1 
3654,-3-—-140-—4020 
ға 2 2 


由 于 两 个 电路 的 有 向 图 相同 , 且 КУТ, 和 КОТ, 分 别 成 立 , R 
勒 享 扩展 定理 可 以 与 戴 勒 字 定 型 的 情况 同样 简单 地 证 明 ， 因 而 省 
Wiz. 

[例题 ]1 НН, 由 其 中 的 若干 个 电源 所 激 
Ep. Ure. 退 时 测定 的 各 支 路 电压 什 为 v C) Ge S1, 2,...‚ D), 
又 在 h PEMER a Bud aal, 2,.., b), БЫ Ж 


ий 0080) = 07 


[ 略 解 ] 设 在 5 时 对 应 于 电路 МО) Ode ta 时 对 应 
的 图 同样 是 Ө,» EAMA KVL 和 KOL, мау 203, ЩИ, Ж 
+180, 


Gc 


ex һе-{А 
m" 1Y -im +A 
$,--3V no +A 
т-ру де 0A 
«= 0V üám—kA 
ъ= $V s= +A 


(ay ё 
de-6Y he ТА 
$e-3V h=-1A 
和 = 一 2VY e-1A 
мз IY b= {А 
= 1V һ= +A 
de 0V ha-pa 


图 5.12 JUN P ЖЛЕ 


вана, боб) = 0。 
[例题 ]2 HAUT EREAN АНС 5.19), RE 


明 在 普通 的 ЕГО 交流 电路 中 ,对 于 激励 电 ) 
支 路 来 说 ， 即 使 交换 它们 彼此 的 作用 ， 测 得 的 电流 相 


5.13 中 , 五 = 个， 


压 源 和 测量 电流 的 任何 


同 。 即 在 图 


五 РА 
i $m ES T i Em [es 


Em 


%) 


图 5.19 EREE 


ә 


CR] 在 图 5.13 的 RIO 电路 中 ， 设 全 部 元 素 有 有 (5 一 2) 个 。 
BAREA P.Goy=V,, DG) аъ, Pao) m Ps, Јо) а 


1, зир mu, h= 3 六 五 = 0 有 
VL Sale Заа, X 
Vlt, Vae ZL, Pao ЙД Zoo Ek je sk ggo ER 


i Vul s Ў 
2 ё 


RAE 
A= аһ 

ZARS, RE 

Vå, V. e + 
由 图 5.13 

Vasi =E, V.-0, P,=0, P,=Ë,=E, 
因此 
Be E.T, 
# 
h-n 


5.4 电路 分 析 中 树 和 补 树 的 作用 


在 以 上 各 节 中 ， 图 的 树 和 补 树 (更 一 般 为 林 和 补 林 ) 的 概念 用 
于 电路 分 析 , 并 以 公式 的 形式 反复 使 用 过 。 现 在 ,简单 归纳 一 下 树 
和 补 树 的 作用 。 在 无 向 图 中 所 定义 的 图 的 秩 和 零 宪 ， 在 有 向 图 中 
仍然 适用 。 

ШИ; (GD =n~p 

图 的 零度 %(G)=5-r(G) =b-ntp 
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其 中 b, n, о 分 别 表示 图 的 支 路 数 .节点 数 , 连通 片 数 。 在 表示 岂 
路 电压 的 图 中 ,所 有 支 路 电压 都 可 用 树 支 电压 表示 [ 式 (5.24)、 式 
《5.25)1, 再 有 ， 相 对 于 参考 点 的 节点 电压 也 决定 于 树 支 电压 [ 式 
(5.26)1。 辕 而 ,7(G) =n 一 1= 图 的 树 支 数 = 独立 支 路 电压 数 = 
树 支 电压 数 = 独立 的 节点 电压 数 。(p 之 2 时 ,将 树 换 成 林 即 可 。) 

另外 ,在 表示 电路 电流 的 图 中 , 据 式 (5.14)， 树 支 电流 可 用 补 
树 的 连 支 电流 表示 ,因此 ,图 的 支 路 电流 完全 可 用 连 支 电流 来 确定 
[ 式 (5.16)J。 也 就 是 说 ,由 于 基本 回路 是 由 补 树 的 连 支 产生 的 , 因 
索 当 补 树 的 连 支 电流 与 所 对 应 的 基本 回路 电流 数 信 相同 时 ， 树 支 
电流 可 表示 为 基本 回路 的 琶 加 。 基 本 回路 电流 的 个 数 为 5 一 n+1 
(一 般 销 况 为 3 一 n+p), 因 而 图 的 零度 %(G) =b —r(@)=b-n+1 
= 独立 的 支 咯 电流 数 = 补 树 的 连 支 电流 数 = 独立 的 基本 回路 电流 
数 ( 一 般 情况 为 独立 的 回路 电流 )。p 之 2 时 ,考虑 补 林 即 可 。 


5.5 节点 电压 法 和 回路 电流 法 


分 析 网 络 时 ， 若 列 写 电路 方程 式 , 通 常 取 节 点 电压 为 未 知 数 ， 
或 取 回 路 电流 (或 网 孔 电流 ，mesh current) 为 未 知 数 ， 无 论 用 哪 
种 方法 均 能 求解 网 络 方程 (network equations), pd kou 
(电压 ) 分 析 法 (node analysis), КЕЕ (电流 ) 分 析 (loop 
analysis, mesh analysis) , 

在 本 节 中 ， 学 习 分 析 基 本 电路 。 因 此 主要 大 处 理 独立 电源 和 
fuir L. C, 五 组 成 的 线性 无 源 网 络 。 对 于 受 控 电 源 、 放 大 器 等 包 
插 有 源 元 件 的 合 源 电 有 路 和 其 他 非 线性 电路 等 ， 需 要 将 本 节 的 概念 
扩展 ,改变 图 的 表示 方法 。 但 由 于 篇 辐 的 关系 ,有 关 这 些 的 图 论 的 
ИЙИЛЕ ЕТӘ, 


+1 想 详 细 学 习 者 ,可 参看 参考 文献 14)。 
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E1) 电阻 网 络 分 析 


首先 分 析 由 独立 寺 流 电源 和 电 阴 组 成 的 电阻 网 络 。 为 了 统一 
地 用 图 表示 网 络 , 通 常设 (独立 ) 电 压 源 与 电阻 串联 超 来 独立 ) 电 
流 滨 与 电阻 并 联 着 或 者 与 串联 着 的 电压 源 和 电阻 相 并 联 。 形 式 如 
图 5.16Cb) 《ey(4) 所 示 。 如 果 电 路 不 是 这 种 连接 关系 , 则 可 以 利用 
图 5.14 所 示 的 电压 源 的 等 效 转移 ,或 者 图 5.15 的 电流 源 的 等 效 转 
移 ， 将 原 电 路 变换 成 电压 源 与 电 中 串联 ， 电 流 源 与 电阻 并 联 的 形 
式 。 图 5.16(d) 所 示 的 是 包含 图 (8) C» .图 (2)? 的 一 般 情 况 。 因 
Зура ду н, Z, = 0, E,-0 时 成 为 图 (а) Л, = 0 时 成 为 图 (b); 
E,=0 时 得 图 (c)。 关 于 电路 的 第 个 电阻 R, 的 图 上 二 节 A тз 
间 的 电压 和 电流 分 别 为 ть, 1, 著 在 有 向 边 上 可 表示 为 图 (8)， 


В! 
EO R. 


85.5 电流 源 的 等 效 转移 
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EA 
А < D’ БУ £ sO а Бы nR 
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图 5.16 用 图 表示 电阻 和 电源 


图 (f), 图 (g) 和 图 (h)。 但 要 注意 ,wr 名 ЖЕЛ 也 的 电压 和 电流 ,*、 
s ZEE 0, 和 电流 % 的 方向 依从 e, бъ 的 方向 。 


[2] KCL 和 KVL 的 系统 化 公式 表示 


设 电阻 网 络 是 5 个 电阻 M=, 2，…，8) 和 电压 源 ,电流 源 
适当 地 混 联 在 一 起 的 ,电源 和 电阻 如 图 5.16(d) 那 样 一 般 连 接 , 以 
电 蛆 作为 核心 来 考虑 。 有 向 图 由 5 条 有 向 支 路 组 成 。 设 该 图 的 电 
压 向 量 和 电流 向 量 分 别 为 Ve f. 时 


EA b — ES) p. ГЕ, 
~ ë, — Е, E, 
Pef” j7 VE (5.38) 


8 J Los- Esd Lod LE, 
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у Fa] гат ГЛ 


i 一 J. б, J, 
= 5.89) 


Й 
йе Ф. 


¿J а-л Là Ly 
W Vara J b rh EBD BOR REALI EAT J, 表示 电压 源 和 
电流 源 向 量 。 因 KOL, АЙ, =0, КҮТ, BV,=0,8)JB5t(5.38). 
式 (5.39)， 则 
AL = Al,- AJ,= 0 
By AL-AJ,-J (KOL) } 
上 式 左边 表示 从 各 节点 流出 的 电流 的 总 和 ， 而 J 了 的 各 元 素 表示 出 
于 电流 源 的 作用 丽 流 入 对 应 节点 电流 的 总 和 。 完 全 同样 地 ， 
BV,-BE,-E (KVL) (5.41) 

BV, 841535 DUET DEER O LR rh BERE EIER E A ШЕ 
йз 38 H.E руза, RAEE A ЕЧ! 
起 的 电位 升 的 总 和 。 

图 5.17(a) 为 电 阳 网 络 的 例子 。 若 有 疝 支 路 全 部 与 流 过 R, 
(他 = 1,2,3, 人 的 电流 名 (b=1,2,3,4) 的 方向 一 致 ,得 图 (b) 的 有 向 
图 。 当 取 节 点 3 WE AR, B Cb) EIER POS 


íi + $ d 


ap: 1 O °] (5.42) 


(5.40) 


Sin/fici-h 
б=т heh 
Son heth 


Wg A 


Б.т (a) 电阻 网 络 ， (b) 分 析 该 网 络 所 用 的 有 向 图 
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当 用 式 (8.40) 时 


š L-J, 
arji 1 e oaj r e ege 
-1 1 š 0-1 1 š, 
A Di 
š, 7, 
“[! 1 O MN - 1.0 0j0 
0-1 1 141i 0-1 1 140 
š, 0 
=Al,- AJ,= 
йы 
iti J, 
A| ГНАУ (5.43) 
上 式 即 表示 节点 1 和 节点 2 КОП, 
ith=J, 
ET EEA] (8.44) 


ELE ЛЕЙН Оз ‚йз, ji REDE 
98, 时 ,基底 回路 矩阵 B 为 下 式 ， 
É 5 h 5 


Or-1 1 1 0 
= 5.45 
5 dl. 0 0 -1 | (5-45) 


ВТ, Ж И, = [al oa wa 6, ESTO 0 0 — E, КАЯ (5.41) 
时 ， 
— 9. Ust Vg 0 
BV.-| I (5.46) 


=O + 


一 gl 十 ga 十 名 二 他 
S+, = — E, . (5.47) 
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[81 欧姆 定律 的 答 阵 形式 
今 在 所 分 析 的 电阻 网 络 中 ,有 5 个 电阻 ,欧姆 定律 成 立 。 因 而 
KIE: 
Gyyeh  (k=1,2, =, 6) (5.48) 
Hem (k=l, 2, =, 6) (5.49) 
式 中 G= 


若 用 矩阵 形式 崩 未 欧姆 定律 ， 则 为 

Гб 
4 Š (5.50) 
M аа) 


设 左边 由 对 角 线 元 素 所 组 成 的 矩阵 为 Go 则 上 式 可 简明 地 玫 示 为 


GV.=L (5.51) 
式 (5.49) 可 完全 同 祥 地 写成 ， 

ü 0 š, Ф, 

B, i| | 
ME (5.52) 

| 0 Bo Li L 

жж 
RERESET agav, 6 
L4] PARER 


这 个 方法 是 设 各 节点 (通常 设 有 疝 图 的 节点 数 为 n 相对 于 参 
考点 的 电压 为 未 知 数 ,进而 求解 电路 的 方法 。 首 先 由 式 (5.51)( 欧 
Jar GRIS CS. 40) (K OL) 
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АС,У,= АЛ,= ‹5.в4) 
将 式 (5.88) 的 V. V, e E, 代入 上 式 , 得 


AG, - АЛ,- AGE, (8.65) 
关于 各 支 路 的 电压 和 节点 的 电压 ,有 式 (5.27) 从 表示 的 关系 ， 
V,- AV, (5.56) 
因而 结果 得 到 如 下 的 节点 方程 (node equations) 
(AGA V, = AJ,- AGE, (5.57) 
HAGA | 20 Bf, ЯГЕЗ Ж 46315 ДАНИ 26 S rB E 
V,= (CAG,AD АЈ, AGE, (8.58) 


电阻 网 络 的 有 向 图 有 个 节点 ,G。 为 对 角 线 矩阵 ,因此 AGA 是 
(2—1) 阶 正则 的 对 称 方 阵 。 此 矩阵 Y m AGA 称 作 节点 导 纳 给 
阵 *! (node ndmittance matrix), АЈ, 和 AG,E, 7 9i X (®—1) 
阶 的 取 次 于 原 电 流 源 的 电 激 流向 量 和 取决 于 电压 源 的 等 效 电 激流 
向 量 。 据 式 (5.58) 可 求 得 各 节点 电压 Ф(#= 1, 2,..., n- 1), Ж 
后 用 式 (5.56)， 可 求 得 图 的 支 路 电压 5 (P= 1, 2,…, 5)。 最 后 ， 
由 式 (5.58) 能 计算 = E OP L, 2,…，5), 同时 从 = БУ 
(#=1, 2,…，8) 也 可 求 流 过 电阻 №, 的 电流 001,66, by, 在 
此 ,应 特别 注意 的 要 点 ,是 式 (5.58) 中 节点 导 纳 乱 阵 的 逆 害 阵 的 计 
Я. (AGAN 的 代数 计算 方法 是 很 繁琐 的 。 如 后 所 述 ， 图 论 中 
训 一 种 用 单纯 的 拓扑 公式 求 该 信 的 简单 方法 。 


[51 回路 电流 法 


这 个 方法 是 将 独立 的 回路 电流 作为 来 知 数 求解 电路 的 方法 。 
与 前 相同 地 ， 试 分析 包含 5 个 电阻 和 电流 的 电 有 路。 因而 将 电路 变 


*1 用 相 量 法 分 析 交 流 稳 老 电路 时 ,与 Ge 对 应 的 炬 阵 成 为 导 纳 逢 阵 。 因 此 通常 
如 此 命名 。 
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换 为 图 5.16 的 有 疝 图 。 遇 常设 节点 数 为 n， 独 立 回 路 中 为 (一 
%+1) 个 ,对 应 于 这 些 间 路 的 基底 间 路 矩阵 用 B 表示 。 

首先 说 明 由 基底 间 路 电流 求解 电路 的 方法 。 

据 КУТ, 和 欧姆 定律 , 郧 据 式 (5.41) 和 或 (5.53)， 


ВЕЛ,- ВЕ,- Е (6.69) 
由 式 (5.39)， 得 LS L +J, КА Estas, 
BR,- ВЕ,- BRJ, (8.80) 


由 或 (5.18), 有 向 图 的 爹 部 支 路 电流 ， 可 以 用 基本 间 路 电流 表示 。 
因为 


L= В (5.61) 
FAG. 60101555, 61) , Ie) ER Jy 8 (loop equations) X 
(B,R,B1)1, = B,E,- B,R,I, (5.62) 
Юй, PRAE A B Bes PLI] Et 24 
I, - (B,R,BI) "LB;E, - B,RJ,A (5.63) 


Z,= В,К,В} 称 为 (基本 ) 回 路 阻抗 矩阵 (loop impedance ma- 
trix), PEREN, 网 为 (8 一 n+1) 阶 对 称 方 阵 。 而 BE, 为 取 
决 于 原 有 电压 源 的 (mb+1) 阶 电动 势 向 量 , 同样 , BRA 表示 取 
决 于 原 有 电流 源 的 (* 一 81) 阶 的 等 效 电 动 势 向 量 。 在 回路 电流 法 
中 ， 不 仅 限于 设 基本 网 路 电流 为 未 知 数 ， 设 一 般 的 独立 间 路 电流 
пй (平面 电路 中 ) 称 鸭 网 孔 电 流 《meah eurrent)] 为 未 知 数 也 
可 。 因 而 若 使 用 对 应 的 基底 回路 矩阵 召 ， 对 式 (5.63) 设 回路 电流 
ЖГ, WÓ 

h= (BR,B>-:LBE,- BRJ,] (5.64) 
园 路 电流 可 求 得 。 有 向 图 各 支 路 的 电流 Í, рК СБ.61) А EAE 
H. Ausl +J, 能 计算 出 流 过 电阻 的 电流 。 根 据 欧 姆 定律 ， 从 
Ў,= 2,1, 最 终 可 以 求 出 电阻 两 端的 电压 。 与 Yr 一 样 ， 在 本 章 
最 后 将 附带 说 明 不 用 代数 计算 耐用 拓扑 求 (BRoR;) -的 方法 。 
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[6] КЕС внут 


f] — ERE UE Vn ER Hs CUR s (D .电感 (Z)、 电 容 (C)? 所 
HURI RASA Mz AT, Засал еа НЕВЕ, A 
式 中 电导 用 导 纳 置换 ,电阻 用 阻抗 置 痪 即 可 。 当 然 ,电压 和 电流 值 
用 复数 者 示 。 

试 解 一 实例 。 该 题 为 ， 在 图 5.18 的 电路 中 ， 求 策动 点 阻抗 
Zijo), BH ZGO = V aJ, 车 以 节点 3 作为 参考 点 用 节点 电 
ERR Va BRI. ERREUR BUR BI CO BER 


q ` 

І. Ya 
Ф Ga) 3n e. Pp 
M bd 3a ' АУ, 


w с. 5 а ' 


Pev ish-h 


PaVa heh 
Pev heh 


Vic Veo 


(а) à v^ 
图 5.18 电抗 电路 的 分 析 举 例 


Y, Y, Y, Y. 


1r1 0 1 
Arii i о) 
2L0-1 1 0 


ИП, ASH RETE T o 
Y, 0 1 ° 
1 1 0 1 Y, 11 
Y,A'- 
аа [o -1 1 0 Y, о 1 
° ZJLl 0 


-itis 


EVE 


利用 式 (5.57), 考 虑 到 该 电路 中 没有 电压 源 , 故 
J, 
др al o rz 
ran] nn als ЕГ] 
0 


в 
[p УТУ 
因此 
LA ud 
lo Y,+Y, (Y,+ Y,)7, 


Va- 


JAYA P.P. T YQ. P.P, + YY, + YP, 
Ж Y,=1/jeLD,, Y,-1/joL,, 了 ,= j90,, Ү,= jo0, 代入 得 
Zo) =V.,/7, 
-E0 
p (5:3... 0, -FEI~ 200.) 
=}Х 
因此 可 知 ,图 示 无 损耗 的 LO 电路 的 策动 点 输入 阻抗 是 纯 电 抗 。 


5.6 电路 分 析 中 的 拓扑 公式 


在 上 节 中 ,为 了 统一 地 分 析 电 路 ,叙述 了 从 图 求 联 立 方程 式 的 
方法 。 本 节 不 用 克 莱 姆 溉 则 “计算 联 立方 程 的 方法 求解 ， 而 导出 


*1 参阅 附录 。 
s ág» 


从 图 的 衬 和 补 树 十 接 求 系数 矩阵 的 行列 式 及 其 余 因子 的 公式 。 这 
样 的 从 图 直接 求解 的 公式 通常 称 作 拓扑 公式 (topological formu- 
la), 

在 节点 电压 法 中 , 设 各 节 戌 相对 于 参考 点 的 电位 为 未 知 数 ,对 
F RIC 电路 由 式 (5.57) 得 到 (有 YoADV,= AJ,- AY,E, 的 联 立 
方程 或 .首先 ,从 图 按 下 述 方法 求 节 点 导 纳 逢 隆 (AY。A!) “AYA 
的 第 1h<n~1) 个 对 角 线 元 素 [ 即 A, DARINA ERA 
4 的 全 部 ( 支 路 ) 章 导 纳 的 总 和 ， 其 CX， 站 元 素 是 节点 和 节点 2 
间 二 接连 接 的 全 部 ( 支 路 ) 的 导 纳 的 总 和 和 冠 以 负 号 。“ 因 其 证 明 较 容 
易 , 留 作 习题 。 例 如 在 上 节 最 后 的 例题 (参看 图 5.18 ) iF, AYA 
的 元 素 (1,1) 是 连接 在 节点 1 的 导 纳 的 总 和 (了 :+ 了 s+ 了。)， 元 素 
(1,2) 是 节点 1 和 节点 2 之 间 直 接连 接 的 导 纳 的 总 和 了 : 冠 以 负 
号 ,为 ~ 了 。。 

ПАУ,А'| 5810936 1 

EAG. 58H RAGA) 的 问题 , 一般 为 求 (47o49 一 的 
问题 。 它 归结 为 计算 A= AYA 和 AYA KRAFA, 
j<n- 1) 的 问题 (参看 附录 )。 前 曾 指出 ,14.4:| 为 图 中 树 的 总 数 。 
而 147. 信 | 的 展开 式 和 图 中 的 树 存在 如 下 的 对 应 关系 。 首 先 ， 给 
出 一 个 定义 ,所谓 表示 电路 的 图 的 树 导 纳 积 (tee-admittanee pro- 
duet)， 就 是 组 成 树 的 各 个 支 路 的 导 纳 全 部 相聚 的 结果 。 这 时 
得 到 ， 节 点 导 纳 矩 隆 前 行列 式 就 是 树 导 纳 积 的 总 和 这 个 公式 。 
Li 


节点 导 纳 矩阵 的 行列 式 A= AYA 
= ЖИЙ ‹5.65) 
我 们 再 引用 上 节 的 例题 。 图 5.18(с) 的 树 共 有 AA =5 个 ， 它 
们 如 图 5.19 所 示 。 图 (a) 的 树 导 纳 积 为 了 了 s， 其 余 类 推 。 若 计算 
机 导 纳 积 的 总 和 ,不 必 直 接 展开 行列 式 ,出 图 可 得 
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А 2 1 а + 2 1x5 1 2 
* Я 
x Ya » Ф YA Jn 
YN E 
3 3 8 3 3 
(a) (b) (4) (е) 
5.19 图 5.I8(e) 的 树 
Y,+Y,+Y., -Y, 
Y, +Y, 
PP HY YP, F.Y, + YP, 
另外 , 式 (5.57) 的 解 为 


ОЧЫ 


ДА А. А, LN 
у= Va |А, An А 

H A| : H H 

Lm LA a А. cn Ааа 


хгАЈ, ~ AY.E,] (5.66) 
式 中 ,A= AYA] Ay 为 AYA HERG, РЕЖЕТ. 

Au 为 从 AYA 中 除去 纪行 和 5 了 列 所 形成 的 子 行列 式 乘 以 
CDH 所 得 的 值 , 该 子 行列 式 与 从 AY, HRA i TREER 
从 A 中 除去 了 列 的 矩阵 所 得 矩阵 的 行列 式 相等 。 利 用 此 销 Ж, 
ROSE ARIS FRU EHI SARI CE EL T E" AR, 

A; = CT, d PARAR ) 
Aw= 二 树 (TDsty,n) 导 纳 积 的 总 和 
图 5.20 所 示 的 是 二 树 的 例子 。 


(6.67) 


*1 详 见 参考 文献 14)。 

*2 设 图 为 有 bb 条文 路 和 个 节点 的 连通 图 (wz>2)。 当 的 子 图 Ta 有 sn 个 
区 点 和 %- 吕 条 支 路 是 不 含 回路 时 ，Ts 是 如 的 二 树 (2-tTee)。 这 时 已 知 Ts 是 由 二 个 
HERRAR EGR HH, 《I) 节 点 和 参考 点 分 别 包含 在 不 同 迷 通 片 中 的 二 树 
表示 为 Zaton,《2) 季 点 和 了 包含 丰 同一 片 中 ， 参 考点 % 包含 在 另外 片 中 的 二 树 表示 
Ў Тий, 
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[CH 


2 H 2 

2025 2 

i Š ^ @ š 3 
{b} te) 


(а) 
图 5.20 图 5,I8(e) 的 二 树 


在 上 一 节 有 关 图 5.16 的 问题 中 ,由 式 (5.65》 
Vu] ГА Ая _ MA, Ат, 
LEN ^l p "AA: nil 0 ] 
сар Ar 
= л") 
然而 ,Au = СГ, а) HIAR, E 5.18 中 的 T. 是 图 5.20 
(b) 和 Ke) 两 个 ,这 时 ,Al= Y. 了。 另 一 方面 ,因为 As= У 
Саа) ВОД, 求 得 (Tow2,s) 只 与 图 5.20(b) 相 同 ， 因 而 Ass = 
Y,, 
车 应 用 以 上 的 拓扑 公式 ,一 端 对 (单口 ) 的 策动 点 导 纳 ,三 端 和 
四 端 (一 端 对 ， 双 口 ? 的 传递 函数 等 所 谓 网 络 函 数 可 以 用 拓扑 方法 
求 得 。 而 且 , 由 于 引入 了 并 的 三 树 (3-tree), 使 公式 可 能 简化 和 发 
展 。 
分 析 回 路 电流 时 也 能 得 到 同 祥 的 公式 。 例 如 ， 由 补 树 阻抗 的 
积 (co-tree impedance product) 的 总 和 可 以 求 得 基本 回路 阻抗 矩 


阵 的 行列 式 。 而 且 ， 对 应 于 基本 回路 矩阵 的 余 因 子 的 是 补 二 酝 
《co-2-tree) ,等 等 。 对 于 节点 电压 法 ,可 以 得 到 对 侦 公 式 。 


3 HEB 


[13 在 图 5.21 的 电路 由, 设 树 为 图 (b) 的 ferrous 时 ， 计 算式 (5.16)、 
式 (5.247 和 式 (5.27)。 
[2] 6,22% ЖАШ (b—- 2) 个 电阻 组 成 的 不 含 独立 电源 的 讯 略 。 
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RLC 交 络 
N 
(жй ш) 


图 5.22 图 5.28 
政变 外 接 电 源 大 小 和 ,测量 电压 和 电流 ,得 到 如 下 数据 。R,~29 时 , e = 
68V, -2A,v, 72V; 1,219), 9, - 8V, Š= 1.5A; s ә, Š, 
[ 3] ARRIT ERAAN 6.23 所 示 的 RLO 电路 的 (策动 点 ) 输入 
阻抗 可 用 下 式 表 示 ( 文 献 10 0: 


Zalio) Pact AEn- Bo) 


其 中 ,J 是 频率 为 。 的 电流 源 的 有 效 值 电流 向 量 。Pais 是 电阻 消耗 的 平 
йш, Em 和 E, 分 别 表示 下 中 的 电感 和 电容 中 储存 的 平均 磁 能 和 平均 电 
能 (该 式 包含 RLO 电路 的 重要 概念 ,可 用 于 网 络 综合 理论 等 。) 

[4] 在 REO 和 电流 源 所 组 成 的 电路 中 ， 试 导出 阻抗 元 件 值 有 微小 变 
化 时 ,各 阻抗 元 件 的 电压 亦 化 的 近似 公式 。 设 电流 源 的 值 不 变 [参考 文献 18]。 

[5] 计算 图 5.24 的 电路 中 各 节点 相对 于 节点 4 的 电压 。 


Jeth 


图 5.24 
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[61 在 图 5,25 中 ， 选 其 树 为 图 (b) 所 示 ， 试 永 出 回路 电流 方程 式 [ 式 


(6.62)1, 


1) 


2) 
3) 
D 
5) 
9 
т) 


8) 
9) 


. 图 5.25 
[7] RAYA = PRATAR, 
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第 六 章 ж 8 9 


【要 点 1 已 经 学 过 用 害 集 答 阵 或 回路 矩阵 来 表示 图 
的 方法 ,现在 要 讲述 作为 使 用 方 阵 的 图 的 表示 方法 之 一 、 
即 利用 度 高 的 连接 矩阵 。 对 于 这 种 连接 矩阵 来 说 ， 由 于 
从 对 应 的 图 可 求 得 它 的 行列 式 ， 所 以 它 在 下 一 亭 的 信号 
流 图 中 起 着 重要 的 作用 ， 同 时 它 也 是 分 析 开 关 网 络 所 全 


用 的 起 降 。 


6.1 连接 和 矩阵 


当 方 阵 C = [co 的 行 和 列 都 代表 图 前 顶点 ,元 束 0 代表 从 项 
FA i SIUS 3 0350 C 就 称 做 连接 矩阵 (connection matrix) „ 4i 
车 从 顶点 到 顶点 了 的 所 联 科 的 边 有 好 几 条 时 ， 通 常 是 把 它们 的 
TEN oy. BAI El 6,1 的 图 的 连接 矩阵 C 为 


1 2 3 4 
iro в 0 0 
2| 0 c d 9 
3are о 0 g 
4L A 0 f O 

并 联 边 5 和 e 是 从 顶点 3 联接 到 顶点 "eid MG 


1， 因 此 5+e 就 成 为 C 的 (3,1) 元 素 。 

在 图 为 无 向 图 的 情况 下 , 顶点 t, j 阅 所 联 搁 的 边 就 表示 对 应 
的 连接 扼 阵 的 元 素 or 和 cf。 因此 ， 连 搂 矩 际 成 为 对 称 和 矩阵。 例 
如 ,图 6.2 中 无 向 图 GF 的 连接 矩阵 C 为 
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1 2 3 4 
ipo a o f 1 
c=2| b c d f 
310 e 0 e 
4Lf d e 0 t 


3 


当 连 楼 矩 阵 已 经 给 定时 ， 和 欲求 其 We ARG 


图 ， 只 要 使 行 和 列 与 顶点 对 应 ,把 全 部 非 党 元 素 cu HEATA ё 
到 顶点 了 的 边 就 行 了 。 在 连接 矩阵 为 对 称 撼 阵 的 情况 下 ， 世 能 够 
作出 其 对 应 的 无 向 图 。 例 如 ,连接 矩阵 C 给 定 为 下 列 形 式 时 ， 


оа b е 
в d e 0 
Ca e f g+h 

€ 0 geh оу 


车 在 行 和 列 上 加 上 顶点 名 称 ， 
1 2 3 4 
ipo a b ° q 
c= 2“ d E 0 
35 e f g+h 


4Lo 0 g+h 0 1 


由 此 便 可 得 出 像 图 6.3(a) 那 禅 的 有 向 图 。 又 由 于 上 述 和 矩阵 是 对 称 
矩阵 ,所以 也 容易 作出 像 图 5.3Cb) 那 样 的 无 向 图 。 


[OEIL (b) 无 高 图 
86.3 有 高 图 与 无 庙 图 


“2 


[IJ ЖЕНА k КВЗ 


MENA TMA EREEREER ТАЕ, РВЕ 
C=[owl, 并 设 C' - D, D 的 (i, DER du 为 


2 
dy= PL (6.1) 


cw ERRA DUR 0 BTA b 0931.6, ERRA TUR Б ФИ ES 
边 , 所 以 соь, 就 是 表示 从 顶点 š 通过 边 ca 到 达 顶 点 5, BOE TH 
点 三 通 过 边 o; 走 到 顶点 j. RRR (6.10), duy 表示 从 项 点 引出 
发 , 沿 着 边 的 方向 顺 次 走 下 去 .经 过 两 个 边 能 够 到 达 顶 点 j МЭЛ А 
组 合 。 昌 然 写 的 是 两 条 边 ， 不 过 同一 条 边 通过 两 次 也 可 以 。 但 这 
REMA i 上 有 自 环 的 情况 ,到 达 的 顶点 仍 是 $。 
作为 一 个 例子 ,图 6.1 中 图 好 的 连接 矩阵 C 的 平方 为 
1 2 3 4 
1 0 ас ed 0 
2| d(b ee) с? ed dg 
Ca| gh aeo fg 0 
AL f e) a 0 fy 
С 的 (1,2) 元 素 是 ac。 这 就 是 从 顶点 1 ҢИЛ a 走向 顶点 2, 再 
从 顶点 2 ИНУ e 到 顶点 2 时 ,所 走 过 的 边 就 是 “与 “ 的 乘积 。 
除 此 之 外 ,无 法 再 沿 两 个 边 从 顶点 1 走 到 顶点 2， 所 以 只 有 ac 成 
为 (1,2) 的 元 素 。 对 于 (2,1) 元 素 , 当 从 顶点 2 MEL d EREN 
Not b 到 达 顶 点 1 时 , 则 为 吗 ; 当 从 顶点 2 ME d 3E, 然后 再 
JE е 到 达 顶 点 1 时, 则 为 ‰。 此 外 ， 不 可 能 再 涯 两 条 边 从 项 
点 2 到 达 顶 点 1, 所 以 ,结果 就 成 为 唉 + de, ` 
TEREE C 的 次 乘 方 ， 可 以 说 也 是 同样 的 。 现 在 设 
Cr=E, dim E WG, DR eu KREY DEG ЖА, Ж 
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c 


是 从 顶点 2 硕 营 思 的 方向 走 过 % 个 边 到 达 顶 点 了 时 所 通过 的 边 的 
SUR. Bj 6.1 WEG RERA C 的 3 次 方 为 
1 2 3 4 
1г ad(b+e) ас асі adi 
с 2|edQb pe) s dgh oradb+e) сй+аоў cdg 

3| gfb+e) ae(b+e)+agh ad(b+e) fg 

4 nmn ach+af(b+e) agh+gf 0 
(1,1) 29000 adb + ade。 这 个 元 素 是 这 样 形成 的 ， 从 顶点 1 通 
М а, d, Io oid xn b 并 走 到 顶点 1, 因 此 有 adb m JUPE, A 
DUX 1 ULL NUR z. d 前 进 ,最 后 通过 边 。 并 到 达 顶 点 1, 所 以 
ade 项 也 属于 (1,1) 元 素 。 除 此 以 和 外， 无 法 再 通过 三 条 边 从 顶点 1 
二 发 并 回 到 原来 的 顶点 1, BEDA С° 的 (1,1) 元 素 仅 由 两 项 组 成 .对 
此 ， 只 要 看 一 下 图 6.1 的 图 CS 就 明白 这 是 正确 的 。 对 于 (1，2) 元 
素 , 从 顶点 LIMEN e 走 , 到 达 顶 点 2 之 后 再 顺 着 自 环 о 绕 行 两 次 
并 停止 于 顶点 23, 便 得 出 we。 


[21 连接 和 矩阵 C 与 单位 矩阵 Ú 之 和 的 (1-1) у, 
(C «Uy 
这 里 ， 我 们 来 考察 一 下 加 C*。 设 SIC «FO, 3:38 up 


Е 06, j) 2038382829 Digs JU 便 为 从 顶点 二 按照 边 的 方向 
上 顺 着 边 一 条 一 条 地 走 下 去 、 到 达 顶 点 了 时 所 通过 的 边 的 箭 积 。 但 
是 ,所 通过 的 边 的 数 日 (也 包括 自 环 ) 小 于 或 综 于 5。 例 如 ,车 用 图 


6.1 中 国人 的 连接 短 阵 C ж SICH e F, ME 


*1 осн, 
PETI 
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1 2 3 4 


j ad(b av) 24 a6 ac ad. acd adg 
2140 re) + сфе +O + d+ed+ed+ dg+odg 
= ` (b+e)+dgh ad(b +e) dgf 

3| O+e+gh+ — a(bre)s gfead(bee) gwfg 


9f e) ac(5 +e) + agh 
4| h+f(ó+e)+ — ah+aeh+ Jf adh + gf* 19 
Fgh аў +e) 
在 这 由 我 们 应 用 布尔 代数 将 各 元 素 整理 一下。 根据 "+29=w 上 
Ж F 就 成 为 


1 3 s 4 
ip ad(b+e) в ай ай 
_2|&b+e)+dgh c+ad(b+e) d dg 


F 3| b+e+gh a(b+e)+agh драб ъв) 9 

4L Ь+]б+еу анау +6) f +adh fg 
在 这 个 F HG, DRRR, N ¿j M, HEROS A DUX ç ДЈ 
的 所 有 顺 疝 (directed) 路 径 的 滋 积 之 和 *', DLE EBE U 


їйї (С Uy АР Б С* 也 得 出 间 样 的 结果 。 


6.2 ”连接 矩阵 的 行列 式 


KERERE C 的 行列 式 展 开 时 , 非 零 项 就 分 别 对 应 于 一 种 特 
RETE. C 的 行列 式 可 生成 
[C| = X (sgn Русе, (6.2) 


si, Po (1579) ЖИ, Csgn 媚 在 卫 是 个 置换 的 情况 下 为 
1 在 奇 置换 的 情况 下 为 ~1。 例 如 


* 工 路径 中 所 有 边 的 方向 都 和 路 径 的 方向 一 致 ;此 路 径 就 叫做 顺 向 路 径 。 
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pe ea 


бы бы 


[e 和 we һе 
出 于 (1 Demma йшва(1 ipia! 2) ж 
FERMA ані 3 ) 是 -3。 放 得 出 下 列 形 式 的 算式 


Cra Gs 
Cas би 


这 里 让 我 们 对 置换 的 问题 销 作 些 研究 。 从 (了 2 7 ny 


| “0б 7 6,302. 


的 第 一 列 ( } Uria, RBR j, 位 于 第 一 行 的 列 为 (下 )， 再 到 b, 


位 于 第 一 行 的 列 为 (各 ), 如 此 继续 下 去 ,天 最 后 所 取 的 列 的 第 二 行 


广 为 1. 著 把 它 们 归 总 超 来 , 便 得 出 ( l Ë op e). gm 
MIETE. MRENA DA KRAE RIRN ET NRA 
ыы т а ЕШ) с 


Js 
置换 的 集合 。 例 如 ， 


Pp-(! 2 3 4 5 °) 
3 6 1 4 2 5 
пана D) (2 $ iali) жит 


示 如 下 ， 
1 2 3 4 6 6| /1 3V2 8 5y4 
» 6 1 4 2 ше UG 5 Ха) 
Tex ns sx— FGgn P), P 的 第 二 行经 过 m 个 互相 置换 
后 变 成 与 第 一 行 相同 时 , 便 得 (sgn P) = (— 1)"。 如 在 上 例 中 ， 洲 


将 第 二 行 的 1 与 3 互 换 ,第 二 行 就 成 为 (1 6 3 4 2 5 ); 然 后 车 再 
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将 2 与 6 于 换 , 则 成 为 (1 2 3 4 6 5); 最 后 将 6 与 5 互 换 而 成 为 
(123456)。 至 此 ,出 于 和 第 一行 相 网 ， 所 以 得 到 (sgn P) = 
(-1)®= - 1。 这 个 卫 就 成 为 三 个 循环 四 换 的 积 。 然 而 这 个 循环 
置换 与 (sgn P) 的 关系 如 何 ? 


аа а т xod) MERRE 
B TRR — AGERE C ненен, 然后 再 把 它 
与 下 一 个 左 邻 元 素 互 换 ,这 样 不 断 地 依次 互 换 下 去 ,结果 这 个 第 二 
行 怠 与 第 一 行 相同 。 例 如 ， 拒 ( 3 6 5 ) 的 第 二 行 中 2 与 5 豆 


aaga? $ 5),аняназ 与 6 互 换 , 便 成 为 (2 8 P) 
假定 循环 置换 Р, 是 由 天 个 列 形成 的 ,根据 上 述 理 出 ,经 过 (有 -1 
次 的 互 换 后 第 二 行 与 第 一 行 相同 ,那么 (sgn PIRE O Ot, E 
Ж, ФЕВ, 如 果 把 循环 个 换 忆 用 Pao Pss, P, ABRE 
示 , 则 此 《sgn Ру 
(sgn P) = (sgn P,y(sgnP,)-- (sgn Р,) 
这 里 , 若 设 各 个 置换 P, 的 列 数 为 如, 则 
(врп Р) =《 一 区 一 1 一 1 
„(уенны Су 
然而 ,由 于 ++, + Р п, ШЫ 
(gn Ру=(—1)°(-1)* 
请 注意 ,这 个 上 是 循环 置换 的 个 数 。 在 上 例 中 ， 

1 2 8 4 8 6X /1 3y2 6 5\4 
P=(, 6 1 4 2 MM X 5 JG) 
因为 “=6, 1=3, 记 以 有 

(sgm Ру (C- D*C- D*- -1 
336 846 BOR THEBOEPEIU CRUS „ШИНЫ ЖЕНИЛ, 
m7 £ 


и) 置换 与 回路 的 关系 
将 式 (6.2) 所 表示 的 连 搂 矩阵 行列 式 的 一 项 (sgn P) entan 


oo 由 的 了 = ( 二 OT B) ийин УРЕ P.P.P. 


车 设 其 中 的 一 个 循环 四 的 为 P,= (s z z Z W), Met 
SEGERURE Onten Oa 中 存在 着 Conton Conn TEREM 
的 Gr, в) TER o, 就 是 联接 着 从 顶点 7 至 顶点。 的 边 ce， 所 以 ， 
Covini Conn BÆTA ©, 出 发 ,经 过 边 cmv 到 顶点 o, 再 从 
о, ERED с, 到 顶点 wm， 如 此 顺 车 边 的 方向 一 条 接 一 条 地 走 下 
去 ， 并 返回 到 最 初 的 顶点 б, 所 通过 的 这 祥 一 些 边 的 集合 。 这 种 边 
的 集合 就 成 为 一 个 “ 顺 向 回路 ”+ (directed loop)。 因 而 也 可 以 说 ， 
WEBER, P Р,, Р, t AM TE, UPS 
代表 的 顺 向 回路 与 以 Po BARZEN P PLNE ЕЕ ЖЕЕ ЗЕЙ 
Н, ЭР, 与 P, 都 是 了 的 循环 置换 , 所 以 Р, 与 P, 的 元 
KERHA. T P, Po 的 元 过 由 各 自 的 顺 向 回路 的 顶点 形成 ， 
所 以 这 些 顺 向 回 政 不 可 能 有 公共 项 点。 不 仅 如 此 ， 由 于 了 的 元 豪 
对 应 于 图 的 全 部 顶点 ,所 以 任 一 顶点 都 包 食 在 由 PaPa, Р, B 
代表 的 顺 向 回路 的 某 一 个 回路 中 。 这 样 的 顺 向 回路 的 祭 信 就 思 做 
全 项 点 特 环 *。 简 言 之 ，“ 全 顶点 循环 就 是 没有 公共 顶点 ,但 包括 
所 有 项 点 的 顺 向 回路 的 集合 ”。 

由 于 (sgn 也) 为 (一 DD 一 1》', 其 中 二 是 全 顶点 循环 的 顺 向 回 
路 数 ， 所 以 在 一 般 情况 下 ，(sgn Ру быс, WEF COD" 
‹-1)* (全 顶点 循环 Da 的 积 )。 这 个 所 谓 全 顶点 循环 的 积 , 意思 


*1 辐 路 由 所有 边 的 方向 都 与 园 路 的 方向 一 致 ;这样 的 回路 就 叫做 顺 向 回路 。 
*2 pP Id ER. 
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JURA TAURI EDO RONDA ARA. KAMA, mde 
包含 于 金 顶 点 循环 Do 中 的 顺 向 回路 数 。 


121 连接 短 降 的 行列 式 及 其 拓扑 公式 
MENE ERER С 的 行列 式 |Cj 为 
iC e C- EC 1 全 顶点 循环 D, 的 积 (6.3) 


但 是 ， 由 于 ”是 图 的 顶点 数 ， 全 顶点 循环 的 顺 向 回路 数 也 可 能 是 
1, 2,7, n, 所 以 有 必要 考虑 т = 1,2,..., n 的 所 有 的 Po。 

[例题 11 试用 式 (6.3) 求 与 图 6.1 中 的 图 对 应 的 连接 短 隆 C 
的 行列 式 。 

[解答 ] 6.1 中 图 的 全 顶点 循环 仅 有 一 个 ， 就 是 [ca d, g, 
到 。 由 于 fa，d，9， 双 所 是 顺 疝 回路 , 且 这 个 全 顶点 循环 是 由 一 个 
顺 疝 回路 构成 的 ,所 以 m = 1， 从 丽人 - 1 所 全 顶点 循环 D, 的 积 } 
是 -adgh。 该 图 的 顶点 数 %*= 4, 从 而 由 式 (6.3) 可 得 如 下 结果 : 

0 0 
ICi= » 


h 


5 |= cac DED I 
e 9 


Фоо а 
Э о а Ф 
© 


= —adgh 
CMEI BERG. DREE C 的 行列 式 。 


1 2 0 
С= 3 4 
5 0 6 


[解答 ] 首先 在 矩阵 的 行 和 列 上 标 上 名 称 。 


"LE EREE 。 ] 中 所 列 写 的 边 的 集 台 组 成 的 一 个 回路 ,而 把 回路 的 边 的 多 
积 次 示 为 {2)(4X(9)Ch)1。 


*167* 


b o 
2 0 
0 6 
楼 着 ， 画 出 以 这 个 插 阵 作为 连接 给 阵 
的 图 ， 得 出 图 6.4。 假 如 从 这 个 图 求 出 所 
图 6.4 HG 有 的 全 顶点 循环 ,根据 式 (6.3)， 当 然 能 够 
жш C 的 行列 式 。 由 于 3 个 自 环 [11.[33、56] 形 成 一 个 全 顶点 循 
环 , 毛 以 它 的 (- 1 以 全 顶点 循环 Ds 的 积 } 为 (一 1)?[(1)(3)(8)]。 
胃 者 ,由 (2)、《4)、(5) 构 成 的 顺 向 回路 L(2) , (4)，(5)] 是 全 顶点 循 
环 ,这 个 (一 1)"{ 全 顶点 循环 D, HEDE DEUG] 
此 之 外 ,不 再 有 全 顶点 循环 。 因 而 根据 式 (6.3), 得 出 如 下 结果 ， 
1 2 0 
0 3 4 
5 0 6 


=(—1((—1)PL01)(8)(8)1+ ( — EQ) G0 (5)1} 


=18+40=58 


6.3 连接 和 矩阵 的 子 行列 式 


现在 研究 一 下 图 们 的 连接 矩阵 C 的 余 因子 Cs。 车 将 C 的 
38 ç 行 与 第 了 列 的 元 素 全 部 用 0 来 代 若 ,出 成 为 


© s 
1 


B, : н, 


H, н, 


oro о о. 


БК ЕНЕ ЖЕ ЖОЕРЕ КЕ C, ЛЕРИН PG ИПИ š 
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出 来 的 边 和 所 有 进入 顶点 了 的 边 去 掉 以 后 所 形成 的 图 。 例 如 ， 设 
图 6.1 中 的 图 G 的 连接 甜 阵 的 第 2 行 和 第 3 列 的 元 素 为 零 , 则 С 
为 

1 
1г 0 
2| 0 
3|b +ë 
4L h 
以 这 个 拖 阵 作为 连接 矩阵 的 图 你 ， 就 是 去 图 6.5 mo 
掉 从 如 的 顶点 2 出 来 的 边 和 4， 并 去 掉 进 入 顶点 3 的 边 了 之 后 
所 得 的 图 ， 如 图 6.5 所 示 。 

设 这 种 矩阵 C 的 (%, DERA ЕЁ, 


1 с 2 


c= 


о Фо амы 

ооо о Ф® 

оао о 
> 


j - 
0 
H, i H, 
0 
C= o = 0 E 0 0 
0 
| B, 0 H, 图 8.6 AKE) 


以 这 个 矩阵 作为 连接 抢 阵 的 图 Ө СЕ), BUE Ө 中 加 上 从 项 
点 到 顶点 了 的 边 召 后 所 形成 的 图 ,对 上 述 鲍 中 的 全 加 上 从 顶点 
2 到 顶点 3 的 边 召 后 所 得 的 图 G4B) 如 图 6.6 所 未 。 根据 式 
《6.3) ,CC 加) 的 行列 式 

IG» | =‹-1)°516- 1)" 
{G( 吾 ) 的 全 顶点 循环 Da 的 积 } (6 5) 

H TA GOD BIBUR 6 HERRIRA 召 ， 所 以 取 任 一 个 全 
顶点 循环 ,含有 边 召 的 顺 癌 回路 必定 包括 在 肉 。 因 而 ,车 将 GC 
的 金 项 点 循环 按 傅 有 加 的 一 个 版 向 回路 ТЕ) 与 其 他 顺 向 回路 
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的 集合 分 开 来 考虑 ,出 式 (6.5) 可 改写 为 下 列 形式 @ ， 
[EW] = C DG 10900,00) й) 

* C D" (GO, , E) р ФЛИ ДД Du. 的 积 )}(6.6) 
жш, UO, 如) 指 的 是 从 GO) PER LOG) 的 项 点 及 联 
接 这 些 顶 点 的 全 部 的 边 之 后 所 形成 的 图 。 

ARER CCB) 的 如 为 1, 风 其 行列 式 和 余 因 子 Cu 相同。 若 
MWB g y Ln《 吾 ) 中 去 挤 ， 则 留 下 来 的 部 分 为 从 顶点 了 到 顶点 # 的 
须 向 路 径 , 所 以 从 式 (6.6) 可 得 下 述 的 拓扑 公式 。 

[连接 矩阵 的 余 因 于 及 其 拓扑 公式 3 

у= (DCPh 的 积 )(- 1)w{G( 五 ) 的 全 顶点 

循环 Daw 的 积 } ‹6.7) 
这 里 要 注意 Ри 是 从 顶点 j 到 顶点 i HNR, Oa ERA 
ажат Pis 的 所 有 顶点 及 联接 到 这 些 顶 点 上 的 所 有 边 之 后 
БШ. BE P RAA, WO DRP 的 全 顶点 循环 
Du 的 积 } 为 1。 

Jin, 试 按照 图 来 直接 求 图 6.1 图 @ 的 连 搂 矩 阵 C 的 余 因 子 
Ons KARADA 3 至 顶点 2 的 顺 向 路 径 ， 则 有 Р, = (а,Ь), 
P,= (a, в), Р,= (a, g, b) 三 条 路 径 。 其次, ORT аж 
9‹Р,), трафа Р, 的 顶点 1,2,3 及 与 这 些 顶 点 相关 的 边 , 则 
只 留 下 顶点 4。 这 就 是 Ë). Ext GP) 中 权 私 保留 着 T 
点 4, 不 存在 全 人 顶点 循环 ,所 以 《一 1)"{Q( 忆 ) 的 全 顶点 循环 Ds, 
的 积 } 是 0。 对 于 G( 五 )， 也 有 同样 的 情况 。 由 于 QCP) 的 顶点 


Ф ЖЖ: 
1С(Е)| =(- IPE 7 DIS ERA) € C- AY 
(GCESCE), уналаа Dm 的 积 } (6.6) 
жт, GLACE), кур, GRRE La (E) JUS RRR 458 Sue €. 
部 的 边 之 后 所 形成 的 图 。 似 误 。 一 一 译 着 
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Ж 1,2,3 和 4, 藻 将 这 些 顶 点 及 与 其 连 挡 着 的 边 从 图 G 中 去 掉 ， 则 
什么 也 没有 翻 下 ,所 以 GCPOJEA 2E CL D" (UP). 的 全 顶点 
循环 D, 的 积 } 为 1。 于 是 * 
C, = (—1)'(ggh) (1) = —agh 

为 慎重 起 见 ,每 成 

0 а 0 
b+ 0 9 

h о 0 


试 再 从 同一 矩阵 求 On 来 看 一 看 。 从 顶点 у 
1 至 顶点 2 的 顺和 路径 仅 是 Р, е (а). GPD ас! 
成 为 图 6.7 Ф, ОСБ) ТД НЕА тєл aP) 
D.= fg 的 一 个 顺 向 回路 , 扬 以 (一 1)"{G(B,) 的 全 顶点 循环 Dw 的 
积 ) 为 -fg。 从 而 
Qa = CC D'(a)(- fgos afg 
C BG, DART Ou, 5 itj 时 ,是 用 式 (6.7) 来 确定 的 ,但 
ле беў 的 情况 下 将 怎样 求 得 呢 ? 这 时 ,对 应 于 式 (6.4) 的 如 作为 
W, 办 元 素 米 说 , 边 如 应当 是 联接 于 顶点 % 上 的 自 环 ,因而 如 本 身 
TRALA E. MEEDA i LIRIKE A E, t iE 
, АЗИ А ЗНА ETE BUS MUR ERE АПШ 
.7) 变 成 
(CC DNI DOD 8 2 ве Du. МД} (6.8) 
‚ GO) RAE Gh de ин ç Ruya Ta 8 КЭЛ 2 JR NER, 
前 例 一 样 ， 由 图 6.1 Ше ЖЕНЕ C 的 余 因 于 Cus E 
7 中 去 掉 顶点 1 及 联接 顶点 1 8938, 便 得 出 图 6.8 的 GOD. 


Qa = C Dn 


34 Ps = (G, g, hii Bie n ie EHE АЕ PUT SU ЕГ COIA], 在 不 
时 的 情况 下 ,可 简单 地 记 为 (agh)。 
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在 这 个 GO, BBURBIEECOT SECO, 

(9)] 所 构成 的 全 顶点 循环 只 有 唯一 的 一 个 ， 

所 以 按照 式 (6.8) ,得 

О, = CIC 1y3E(ey QD] = -efg 
在 这 里 ,让 我 们 介绍 一 下 简单 的 应 用 ,车 
mes ei) BRER А ЛЕДИ CAA, WREN 4 

米 知 数 的 联 立 方程 9 Ax= B 的 解 为 х= A-B, XE Ah 


构成 (参见 附录 式 ( 附 9.4))。 作 出 以 A 为 连接 矩阵 的 图 , 按照 这 
个 图 ,使 用 式 (6.3), 式 (6.7) ,或 (6.8) 便 可 求 得 解 。 
[例题 ] 试用 式 (6.3), 式 (6.7) 和 式 (6,8) 求 下 列 方程 的 解 。 


1 2 зга, 9 1 
4 0 6% |=| 0 
о т 8195 0 


ом 


[解答 ] 首先 ,作出 以 E 7 ? 
1 2 3 \ А 
ifi 2 3 C) ý 
+ 
А=2|4 0 6 РА 8 
alo 7 8 í (а) G %) GG) 
AE BARPERS ES ША 6.9(a), 图 6.9 8659 601) 


顺 向 回路 [(3)，(7)，(4)] 就 是 其 自身 全 顶点 循环 。 须 向 回路 C13 
与 [(66),(7)] 构成 一 个 全 项 点 循环 。 再 者 ， 昭 向 回路 [8] 与 [(2)， 
《4)] 也 构成 一 个 全 顶点 循环 。 除 此 之 外 ,不 再 有 全 顶点 循环 。 所 


*1 参见 附录 10103, 
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滩 , 由 式 (6.3) 得 行列 式 |4| 为 
|А|=(-1)%{(—-1)[(3)(7)(Ф1+(—-1)%(1)(6)(7)1 
+(-1)*[‹8)42)(4)1} = 一 22 
为 了 求 余 因子 Ан, MAGRAMA 1 及 与 其 联接 前 边 〈1)， 
(2),(4) 与 (3) ,如 图 6.9(b) 的 GLI), 从 GCD. 找 出 全 顶点 循环 就 
行 了 。 由 式 (6.7) 可 得 
А.=(-09(- DE(8)(7)1) = - 42 


由 此 可 得 ws =, XP m 和 mm, 希望 读者 自己 去 求 。 


6.4 开关 电路 分 析 


当道 路 中 有 门 时 ,怎样 通过 此 道路 昵 ?这 个 问题 取决 于 路 上 的 
门 是 否 开 着 以 及 怎样 开 著 。 这 可 用 图 来 表示 这 种 遵 路 通 还 是 不 通 。 
其 规则 是 ， 在 图 的 边 上 给 出 布尔 变量 ， 如 图 . 
6.10 所 示 , 当 此 变量 为 1 时， 能 够 沿 荐 边 上 . 
所 示 的 方向 通过 这 个 边 ,但 当 变量 为 0 时 , 便 。 8030 AX 
不 能 通过 这 个 边 。 当 这 个 边 为 无 向 边 时 , 限 电 路 上 的 开关 相间 ,所 
以 由 这 种 边 所 物 成 的 图 叫做 开关 电路 (开关 网 络 )。 

以 图 6.11 所 示 开 关 电 有 路 为 全 ,我们 米 
研究 一 下 ， 当 布尔 变量 o, y, z, 6, 0, w 
为 任 一 状态 时 ， 从 顶点 到 顶点 了 的 道路 
是 否 通 。 假 如 4 为 1, 9 为 1, 那么 从 顶点 
至 顶点 的 路 是 通 的 ,这 是 明显 的 。z = Mei 开关 电路 和 
z=051 时 路 也 通 ,wu=9= 工 时 路 也 通 。 若 用 布尔 代数 表示 这 些 
通路 , 则 为 


10——#———0} 


Fy= ту + zo + QO 


这 个 Fu 就 叫做 从 机 点 # 到 顶点 了 的 开关 函数 。 除 此 之 外 ， 虽 然 
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2=gez=l 时 路 也 通 , 但 在 布尔 代数 中 ,由 年 ey суз = oy, MUA 
没有 必要 把 zyz WA Fu HERNA, Ф Dh 表示 开关 函数 
Fa С ИН б ОК ВОЕН ОЗ АО), Ш Fu 
为 
Fu = УР, 的 积 ) (6.9) 
在 图 6.11 的 图 中 ， 由 于 从 顶点 到 顶点 7 的 版 向 路 径 是 P. = 
(2, Y), P,= (ш, z, efl Po (w, v), 所 以 B= ny + zo ruo, 
同样 ,从 项 点 皇 到 顶点 吧 的 开关 函数 Fas = ш + ша + шуш, [4 8 УЛИ 
A $ уто I Lr Си), (w, z), (о, у, 0) 
MERN FH 3F2 BERERE C 求 开关 函数 的 方 


法 。 在 6.1 PREAS, Жл SIC, MERG) 
3383038 UR. 4 ATA j URB ARMAR IZURI, RETO 
题 ,就 求 Fu 来 说 , 如 果 求 出 HC HG, j XR, RURAR 
MAS. TE 6.11 的 开关 电路 的 连接 答 隆 为 


$ 3 1 m 
iro 0 wv wu 
сі? 0 о 0 v 
Ho 7 0 z 
љо v 0 0 
з 
та 21 Ct 3 
К 
à 3 x` ku 
¿TO wy-u)tmzz0 V w-@z4+@p 
i 10 
hesi  " ° 
A Цо ую 0 #+уш 
mo а 0 ФШ 


据 此 ,因为 从 顶点 了 到 j ШАШ Fu ЖО, Dr» D 


Р = шу + o + 020 


шт C 计算 复杂 ,所 以 让 我 们 再 考察 一 下 其 他 方法 。 


设 开关 电路 好 的 连接 矩阵 为 
C, dm EX EU 的 C+ 
U 作为 连接 和 矩阵 的 图 Gu 就 是 在 
仙 的 全 部 顶点 上 加 上 自 环 (1)。 
在 图 6.11 中 开关 电路 GQ 的 顶点 
ij, 1, m ЕШ ЕНИ (D 的 图 
如 图 6.12 所 示 。 根 据 式 (6.7), 
С+ 的 余 因 子 (C cU), EQ Hein 图 Gu 
(0+ Up= C- 1" 13510; Bjgoc- om 
《Gu( 五 ) 的 全 顶点 循环 Du. 的 积 } (6.10) 
式 中 ,Pu 是 从 顶点 二 到 顶点 j 8088842, РАА Ө, 中 去 
掉 Pu 的 顶点 及 联接 这 些 顶 点 的 所 有 边 之 后 所 得 的 图 。 由 于 
GB ) 的 任 一 顶点 上 都 带 有 自 环 (1) ,所 以 若 将 自 环 集 中 起 来 ,就 
жешл. Ж, 
C- DLG СР) АУ Da 的 积 }= (- D" e 
其 中 ти 是 Gs(Bi) 的 顶点 数 。 用 布尔 代数 可 得 
{GPi) 的 全 顶点 人 循环 Du. 的 积 } =1 
所 以 , 式 (6.10) 成 为 
(C+Uy, = УКР, 的 积 ) (8.11) 
因为 这 是 从 人 @ 的 顶点 宇 到 了 的 全 部 顺 向 路 径 的 采 积 之 和 ， 所 以 从 
TA š #| 的 开关 函数 Fy 为 


O ” 按 克 荣 罗 法 则 , 余 因子 中 各 项 前 应 有 正 、 负 号 之 分 。 此 处 齐 计 算 开关 函 笋 时 ， 
您 郊 取 正 号。 一 一 译 者 
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Fs= (C+ Uy (6.12) 
在 图 6.11 的 开关 电路 的 连接 矩阵 上 加 上 单位 窍 降 后 ，(C +U) 
为 


í j 1 m 
iri 0 w u 
C+U- jo 1 0 wv 
Цо y 1 z 
то o Q 1 
ВЛАЕ, DART GC +U), 是 
j í m 


moo 0 1 
ЗО Ө ЖЕЛСЕ; БЕ: Firo 
再 考察 一 下 图 6.13 ЖЕРТ ЭЕ ЖЛЕ БЕШЕНЕ 
C 上 加 上 单位 矩阵 U, 则 得 


ilo s u . 
(C+U),=1|? 1 z jec(y rox) cuo 


1 2 8 4 

1Г1 “< b o 

сие? a 1 d ë 

зіва 1 f 

aLe в f 1 

N 因为 从 顶点 工 到 顶点 2 WFX BG HE Pus 
图 8.13 无 向 (开关 中 路 ) 针 6G XO HU) 所 以 

2 3 4 
l|“ b °| 

Ра= 3 d 1 fl=a+b(d+efy+e(df+ey 
Ale f l| 
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x mu 
[11 ЖШ 6.14 中 图 的 所 有 全 顶点 循环 。 


图 6.14 


[四 试用 式 (6.3) 求 下 列 矩 隆 C 的 行列 式 。 


ro a b [a b 0 
(а) С-| о 0 | (b) el? с a| 
Le f 9 e f 9 
ra b 0 0 а b e 0 0 
e 0 а 0 0 0 а 00 
@ o= o , o ; Q бе, , n 0 f 
ооо & 09 g 0 h о 
0 0 0 r s 
Га U b 0 0 
caooo 
() o=|o e f 9 h 
ое 0 s 0 
LO 00 £$ u 
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їз) 试 根据 式 (8.7) 求 题 [2] 中 炬 降 的 佘 因子 Cu。 
[4] 试 根据 式 (6.8) 求 题 [2] 中 矩阵 的 余 因 子 Ou。 
[5] 试用 式 (6.3》、 式 (6.7)、 式 (6.8) 从 下 列 方程 中 求 出 z, 


(а) aum +@щ%+@%=һ (b) 62,482, =10 
LACA +адх= b, Ta, 22, = 11 
93.0, + аце 0 42,4 2; + Dr, = 0 
(в) 2,+22,-10 (д) 2,422, + 97, 4-4 e T 
—2z,— 42, «15 — m —2z — 82-9 
—Sz, +S =0 52,4 62,70 
— S, +25 =0 —52,—62,— 72, 82,20 


[6] 试用 (CC+ Uy" 求 图 6.15 ARARA Fio 


4 


(a) 开关 电路 А, (b) 开关 电路 N. 


(c) 开关 电路 М, (а) 开关 电路 Na 
图 8.15 开关 电路 


[Т] АЙЯ (О +0), 求 题 [6j 中 开关 电路 的 开关 函数 Fu, 


参考 文献 
参阅 第 七 竟 的 参考 文献 。 
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#+= 信号 流 图 


【要 点 】 ARRÈSTA EPAIAN H i 
图 表示 ,这 种 图 称 为 信号 流 图 signal-flow graph), 在 
本 这 中 ,学 习 不 直接 解 方程 式 ， Addi PAM, sik A 
公式 (Mason’s formula) 求解 的 方法 。 梅 条 公式 是 利用 
的 等 效 变 换 或 图 的 路 径 , 回 路 擎 特 球 的 子 图 而 得 的 。 信 
号 流 图 是 分 析 电 路 、 电 子 线 路 ,反馈 和 和 控制 系统 车 所 谓 线 
性 系统 (linear system) 的 一 个 重要 方法 。 


7.1 信号 流 留 


车 将 线性 方程 式 的 变量 用 顶点 表示 ， 将 方程 式 的 系数 作为 有 
向 边 的 权 ”*， 访 方程式 就 可 以 用 图 表示 。 鲍 如 ， 线 性 方程 式 s. = 
qu, +z: 表示 为 图 7?.1(a)。 它 表明 , 顶点 m, 的 值 等 于 进入 m, 的 
LIU LN 分 别 与 作为 此 两 个 支 路 起 点 的 变量 э, z, ПОЗЕ 
(аш, 和 504) 的 和 。 又 如 ,方程 式 为 办 = am, + бш, + om。 的 情况 是 ， 


x а РЯ ( 
e—— + e o 


Xd o9 zz b m 


NOM (b) aaman-bntomnm 


图 7.1 信号 流 图 的 描绘 方法 


«1 1958 年 由 S. J. Mason 提出 [ 参 冰 文献 1)]。 
«2 也 叫 传 递 系数 (transmittance)。 
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AAR о 的 自 环 从 o, 发 出 ,进入 同一 个 m HER, Ж аЬ ой 
对 应 的 三 条 边 都 进入 顶点 ma。 

这 样 的 图 的 模型 ,可 以 看 作 具 有 中 继 局 的 接收 发 送信 号 的 信 
号 传送 系统 。 在 中 继 局 ,把 米 自 许多 发 送 属 三 中 毕 局 的 信号 汇总 ， 
这 些 信号 从 中 继 局 分 支 ， 通 过 输出 售 号 通道 ， 发 送 给 其 他 中 继 局 
和 接收 局 。 根 据 这 样 的 相似 性 ， 这 种 图 命名 为 信号 流 图 。 因 此 ， 
规定 信号 流 图 遵循 以 下 基本 的 代数 规则 :,“ 用 顶点 才 示 的 变量 的 
值 ,是 进入 该 顶点 的 各 有 向 边 的 权 与 作为 起 点 的 变量 的 乘积 之 和 ” 
LBL7.2(a 1, B 


(7.1) 


reme 


arse 


Santaia. 


€” 0 
图 7.2 信号 流 莉 中 的 代 歼 规 财 


同样 , 式 (7.1) 也 表示 ， 顶 点 所 表示 的 变量 的 值 被 传递 到 由 该 
点 发 出 的 全 部 有 向 边 的 箭头 所 指 顶点 的 变量 。 即 如 图 7.20 所 
nO sbm) dot eum (作为 项 )。 

LE EG 7.300) By A MELDE E 
MERE. SRH RS, Bs, В, 的 电流 分 别 为 T.. Ta, 1, 
Wi Ro, Ra, В, ЕЛЕ A Vas Vas Vs, WO FUIS EA 
X. 
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1-8-7. GBP) 


L- zan, TRA Р) 


SEQQ Bh) 
y. 2HQI-I) 


XV. | 
Baar bs Car GV, - -7 | 
F,= B.T, | 


(b) 


图 7.8 表示 梯形 电路 及 其 电路 方程 式 的 信号 流 图 举例 


,7G,, 1/R,=@,, 1/R,=@,, Wk E, І,, 


7.2 用 图 的 化 简 法 求解 方程 


67.2) 


Р, Z, 
V. 1, V, 为 顶点 时 ， 得 图 (b) 那 样 的 信号 流 图 。 当 然 dor Hom 
电流 变量 的 选取 方法 不 同 ,方程 式 的 表达 方式 不 同 , 信 号 流 图 也 就 


线性 联 立 代数 方程 的 一 个 解法 ， 是 将 不 需要 的 变 景 逐次 消去 
而 求 得 答案 的 方法 。 在 图 上 进行 类 似 的 作法 ， 即 若 将 3 
项 点 消去 ,利用 图 的 等 效 变换 进行 图 的 化 简 , 便 可 以 求解 方程 。 这 


未 变 是 的 


IU. 


种 图 的 化 位 法 ， 应 用 于 民 馈 和 控制 中 传递 函数 的 计算 和 求 变量 之 
疝 的 关系 式 等 等 。 另 外 ， 还 有 不 进行 图 的 化 简 ， 而 用 列举 图 的 圈 
路 和 路 径直 接 求 才 方程 的 方法 ， 称 作 梅 妹 公式 ， 在 下 节 将 再 作 说 
明 。 

车 将 表示 方程 式 的 信号 流 图 和 表示 该 方程 式 变形 后 所 得 忒 子 
的 信号 流 图 相 比 较 , 则 因为 式 的 变形 和 图 的 变换 相对 应 ,得 到 如 下 
图 的 等 效 变 换 公 式 。 

[图 的 等 效 变换 ] 

首先 ， 图 7.4 的 (了 ) 是 曲 联 边 的 化 简 , 将 m mam, 代入 а= 
bn, Эр аъ = (ba)w,， 因 而 很 明显, 图 (ID)-(a) 可 以 变换 为 图 〈IT)- 
《Pb)。《II) 是 按 式 (7.1) 的 求 和 公式 化 简 并 联 边 。(IID) ERA Ë 
WR. BEERE, WA mu, Das m, ш, 可 连接 除 图 示 边 之 外 


a 


ш) 


en 


аз, 
9 Tas 


图 7.4 信号 流 图 中 的 基本 等 效 变换 
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的 有 向 边 ,而 项 点 а, 只 连接 图 示 的 边 。 这 时 ,项 点 % 的 值 是 mm = 
auagt+ adao 对 于 顶点 9, 是 加 = amy ++, 因而 车 将 % 代入 ， 
则 有 
Wa = Ga (R45, + йы) + ++ 
所 以 
Wa = (Wasla), + (Boisa) tg ++ 

变 为 与 图 (f) 的 顶点 wm 的 式 子 相同 。 看 一 下 图 (9), 从 v 到 >, 有 
2,83, 这 样 的 顺 向 路 径 ,因此 在 图 (f) 中 ， 从 o, 到 ж, 用 有 向 边 
作 顺 向 路 径 wasass。 同 样 ,在 图 (e) 中 ,有 从 z, 到 z, Йа, эл, 这 
FED BUS 9842, DE DA ОЁ) h ЕЩ о, 到 z, RIA E Cata, 在 
完全 相同 地 化 简 的 图 (2 中 ， 有 从 ж, 到 m, Ra), 从 z, P| 
Da аһа) 

从 以 上 例子 容易 再 解 ， 去 掩 顶 点 时 ， 首 先 考虑 与 所 要 去 掉 的 
顶点 相 邻 接 的 任意 两 个 顶点 ， 由 通过 所 要 去 掉 标 点 的 丽 条 过 所 组 
成 的 顺 向 路 径 用 一 条 边 去 置换 。 然 后 ， 使 该 边 的 权 为 属于 路 径 的 
两 条 边 的 权 之 积 。 对 于 所 有 与 之 邻接 的 两 顶点 均 施 行 此 作法 即 
可 。 

(IV) 表 示 消 去 自 环 的 等 效 变 换 。 图 (g) 的 顶点 т. 有 入 环 。 首 
先 ,顶点 % 的 式 子 是 

Ve = 5503 + Loy 十 aga + + 


将 该 式 改 写成 


1 
m = Ta ts Tage) 


这 就 是 ,为 了 去 掉 自 环 , 将 进入 z, НОЛАИ 1/0705) 
即 可 ,结果 得 图 (h)。 
只 在 联 立 方程 式 证 边 的 变量 称 为 输入 变量 。 然 而 ， 方 程式 的 
任何 变量 都 可 以 成 为 输出 变量 ， 由 信号 流 图 所 求 的 解 就 是 输入 变 
DOE 


萤 和 输出 变量 的 关系 。 现 举例 说 明 。 分 析 下 面 的 联 立方 程式 ， 
m, = G, z, + Saa) 
Wa = Dpt, + G; Ty 
输入 变量 是 mm。 求 wa/ws。 首 先 ， 表 示 该 联 立 方程 式 的 于 号 流 图 
为 图 7.5(a)。 因 此 ,为 了 去 掉 自 环 xz, 利用 变换 (TV) ,成 了 图 (b) 
那样 。 又 用 (IT) 得 到 去 撩 了 顶点 % 的 图 (e)。 最 后 用 变换 (ID)， 成 
了 图 (4)。 因 此 ,由 该 信号 流 图 得 


(7.3) 


" 
N 
А 
y anas. 
1-2. 
= pa з 
enu 
- te) 
Granne ‚ GARANA 
М E 2 
nm n [EUM 
азу kia 
l-an ` ` (a) 
x, 
Q4 
图 7.5 ERREN 
m, = (а + рая». = n 
因而 得 到 解答 为 
NA anta 
T. an + 1-4, 


其 次 , 设 输 出 变量 为 5.， 求 z,/ws。 用 变换 (TT) 从 图 (b) 中 去 
йл ss。 出 于 这 种 情况 没有 通过 项 点 ms ЛИН, ВТ а, 
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Ч 2, 之 间 如 图 人 9) 所 未 那样 ， 由 此 得 mu = pes, MUR, aif. 


МЕ а/а.) 

图 7.6 是 不 包 食 回 路 ， 只 在 一 个 方向 上 传递 信号 的 信号 流 图 
的 例子 。w: 的 值 传递 给 o, 和 ws, 同样 ,由 于 а, 传 给 wa HU mao m. 
传 给 z, 等 分 别传 递 ，%: 的 值 就 可 以 通过 由 а, 到 z, 的 全 部 可 能 


о ў 
G _ pu x 
R7.6 FERNAAM 
的 路 径 传递 。 困 此 列举 全 部 从 w 到 o, ATR МШЕ, Е 
路 径 所 属 的 边 的 权 相 采 起 来 ， 对 全 部 可 能 的 路 径 ， 计 算 这 些 采 积 
之 和 ,就 得 到 与 图 (b) 的 有 向 边 等 效 的 权 。 员 为 下 式 。 
€, = (Qarta, + Фада аз + 0 аа), 

容易 理解 ,括号 中 的 各 项 表示 从 o, 到 m, 的 路 径 。 

[例题 ]1 证 明 图 7.7 (a) 的 信号 流 图 可 以 变换 为 图 (b) 的 信 
SEED, 


КЕ E" 
ж P } Е М ( ) 
n 4 z > e zi Š 
ш “ quom 
B 
ТЕТ 对 于 图 (a) 的 方程 式 是 
N Ws = Q4, + 02, 
ge = bo, 
由 该 两 式 所 得 的 联 立 方程 式 
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wa = 02, + bz, 


Wa = bz, 
的 信号 流 图 为 图 (b) 。 
5 例题] 2” 试 说 明 图 7.8(a? 可 以 化 简 为 图 (b) ,并 求 ж/а, 
оз баз t d TU ow ода “Fe, 
i С Á Га i 
== ш), qe 


` 0); 


; 


Bi7.8 
I 解答 ] UMA m， 分 别 对 从 z 通过 z, 到 z, 的 信号 流 
和 从 o, 通过 z, 流 到 同一 个 c. 的 两 种 情况 进行 分 析 即 可 。 从 ws 


到 o, ЖЖ ТҮ), MA ae үне, 的 关系 。 另 一 方 
T, Hon, 到 和 ， 考 卡 在 等 赦 变 换 (IV) 中 2, = z, [图 7.4(g)] Bš 
"I. MOTE 的 值 为 通过 o, 再 返回 原 处 的 值 。 由 上 述 得 图 
7,.8(b), 因 此 


Uus aa 
1-а, 


_ astas 
1- (an +) 


73 梅森 公式 


利用 变换 化 倘 信 和 号 演 图 以 求解 联 立 方程 的 方法 ,上 和 节 已 述 。 本 
节 说 明 怎 样 通过 求 信号 密 图 的 畦 殊 子 图 而 得 到 解 的 方法 。 


[E 


UH 梅森 公式 


195 年 梅森 发 表 了 以 下 公式 ， 
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设 输入 变量 为 mrxy 町 出 变量 为 mw Eum 为 
а З)РДӨСР) RO- У, + 3a) 


аы 1-Е Су A+. 
ЖАКЕ ЭШК А. XUL, 的 Le, НЗОК B m A W А 
回路 所 属 各 边 的 权 之 积 ， 表示 信号 流 图 的 全 部 Ls 之 和 。P 是 
从 顶点 msi B| os D W 8 8 46, OPO 表示 从 信号 流 图 他 中 去 
ЖР, 的 全 部 顶点 及 与 它们 连接 的 全 部 边 的 图 。 输 出 变量 的 项 点 
可 以 是 任何 顶点 ， 但 输入 变量 的 顶点 必须 是 这 样 的 顶点 ， 即 与 
之 相连 的 边 全 部 从 该 顶点 发 出 〈( 即 入 次 数 为 0, 只 存在 出 次 
30. 

现 举 例 说 明 此 公式 的 使 用 
方法 。 图 7.9 的 图 G 是 下 列 联 
立方 程式 的 信号 流 图 。 

T, = m; + 22, + 99, 

m, = 4, + Bs 5 Ü) 


(7.4) 


i 


Wa = 62, + 79, + 82, + 9m, т.о Жа 
和 欲 由 该 方程 求 2,/m。。 首 先 ，G 的 顺 向 网 路 为 1), 0401, 
LC2),06)],[5],581,5《2),《4),《7)], 因 而 225, 为 
У, =1(1)(4У1+1[(2)(6)1+ 51+ [81+ [(2)(4)(7)1 
=85 
回路 [C2),《6)] 和 [5 没有 公共 顶点 ,因而 为 RRL), 
和 [8] 也 为 IP, REIAL HEA BBY。 此 外 不 再 有 Dp 
XV, =52) (030021 EGO (4)IL81+ [5][8] 
=132 
没有 公共 顶点 的 三 个 或 三 个 以 上 回路 并 不 存在 ， 所 以 D= 
=…=0。 因 而 梅森 公式 的 分 母 应 为 
1-1, + Уе =1-86+132=48 
D 


其 次 ,从 顶点 o, 到 v. 的 顺 向 路 多 有 责 个 。 一 个 是 仅 由 边 (3) 
构成 的 路 径 PL， 另 一 个 是 由 边 (2) 和 边 (9) 组 成 的 顺 向 路径 P.L 
GPD 是 取 走 Р, 的 顶点 由， z, 及 与 它们 相连 接 的 边 的 图 , 因而 
ЭЛ 7.10(а), Ж ~ У, + 2a 8 

G(B) 的 (1- У, + 31s) 
=1-51- 181+ 25118] 


” — T *» ; x ! 
5 8 5 

K. (а) Gp) %) 60) 
97.10 Е (Р) 


ER, ODEA 7.10(b) ,所 以 
PDR- BDE + Hae) 
=1- [5] 
由 上 得 梅森 公式 的 分 子 为 
XPAGOBO- XL, + De) 
= (3){1-[51-[81+[51[81} +.(2)(9){1-[61} 
=12 
ЖЫ, m /m = 12/48 =1/4 
再 举 一 例 。 图 7.11 的 信 
号 流 图 б, т.о 的 图 中 
去 除 自 环 (5) 的 图 。 与 之 对 应 
的 联 立 方程 为 


D, = 0,- 29, + 92, 


8,7 4ш, 


fiv.» 信号 流 图 G 


€, 6@, + 70, + 8ш, + эл 


首先 寻找 为 了 求 SIL. 的 闫 向 回路 ,有 [41) ,C4)4,5(2),(6)]， 
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[83,[(2),(4) ,C7)] 四 个 ,因而 
У, = EAI +LC2) T+ C87 LC2) (0 (01 = 80 
AR DL, 的 机 个 无 公共 顶点 的 硕 向 回路 是 [CI),(4)3 和 [8]， 
因而 
У, = 00) (4)][8] = 32 
УТ, = У, = …= 0 的 情形 与 上 例 相 同 。 梅 森 公 式 的 分 母 为 
1- 3,23 =1-80+32= – 47 
从 顶点 o, 到 顶点 z, КЕПИН Н EA АН Fj. Р, ЖЛ (3), P, 
是 边 (2 和 (9)。Q(P,) 是 从 图 7.10(a) 的 图 中 去 掉 了 自 环 161 
WE, GORO- XI, + 35,38 
GCE) 的 01- У, + Л) 
=1-181 
GCP.) RE J E. 7 10 Cb) P Br ЭТ ESL RICO NUES, 仅 由 顶点 т, 
组 成 。 因 此 没有 顺 向 回路 ,所 以 
QPO- 335 € у) 1 
LL sU 23 
XBQGORIO- У, + БЫ у} 
= (3){1- Ge (2) (9)(01)) = -3 
所 以 oajos= 一 3/ 47 


[2] 梅森 公式 的 证 明 


在 此 不 严密 地 证 明 公式 , 面 利用 图 7.11 的 例 说 明 该 公式 是 成 
立 的 。 写 出 与 信号 流 图 对 应 的 联 立 方程 式 为 


Di 


а, 012 8 
ЕД 

Ф |=| 4 0 0 0 
Va 

Wa 6 7 8 9 
We 
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在 此 方程 中 加 上 以 ж, 为 输入 变量 、% 为 输出 变量 的 式 


m. = Ko, 
ДЖ 
LA 0 1 2 37m, 
w||4 о 0 ofa 
alle 7 8 9]« 
Te K 0 0 0-5, 
这 个 方程 式 是 X = АХ 的 形式 ,因而 可 改写 成 
(A-U)X=0 
EEEH H 
- 2 ayaq го 
-1 0 o0j|-|]o 
8-1 e[m||o 
K 0 о -1Lr, 0 
RREN ERN 
-1 4 8 K 
1-1 7 9 
8-1 9 
з 0 9 -1 
А : i BL EERE XE ВЕ И: 
图 7.12 BG, 的 图 G., ЛИ 7.12, 18 


明显 ,该 Ө, 中 色 食 了 已 给 出 的 信号 流 国 。 换 名 话说 , ER SWE 
中 ,将 边 五 从 输出 亚 量 的 顶点 接 到 输入 变量 的 项 点, 并且 全 部 项 点 
均 吉 上 由 环 (一 1) 时 ， 便 得 到 以 (和 4- US pra] G. 8 
38 E38 e POBPEBUR ARN 
|4-U| = C- "SI C- DHARAM D. 的 积 } 
是 变 景 的 个 数 。 忆 (一 1)"{ 金 节点 循环 Da 的 积 ? 可 分 成 含有 边 
КАЗКУ, 
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|А—Ш\з=‹(-1)°70+(-1)°КЕ 
йен, рж IK- DAREK HETAN D. IS BO, E B JE 
Уча елине D, 的 积 )。 由 图 7.12 得 上 述 例子 的 
行列 式 为 
| 1 4 6 Ki 


-1 
1 7 oL CC bip. -IEE 


3 0° 9 -1 
5CDUC D'L-1IE- 30-12-23 
+OP- 11 
C-D'TOX(001E - 11E— 13 
+ (DEBIL 2L - 110-713 
*£CHD'EOXGXCDOTE- 11 
+C DENAI- 12) 
+E DC DEEDE- 130-1] 
+ С DPKS- 11 
` += D'EOD G0(9)107 13) 
《一 1)"{ 金 顶点 循环 D, 的 积 } 的 7? 是 项 向 回路 的 个 数 。 因 而 
E D, b , 车 信 号 流 图 的 回路 数 为 #， 则 余下 的 -到 个 回路 就 是 
АГ -11„ ЮЖ, 
《一 1)"{ 全 顶点 循环 D. 的 积 } 
=《( 一 "(一 1)*.《 信 号 流 图 中 无 公共 顶点 的 上 个 顺 向 回路 )》 
r-k 
xL TNC IIIT (- 1 USRAH EATA b 
个 顺 向 回路 》 
ЫЙ, COD'EOO(QDIE-11 ЕЁ-11 = (-1) LOWI, 
CL D'EODGDA2L8IE - 117 (-1)*[(1)(4)1Г81 等 就 是 很 好 的 例 
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子 。 在 这 个 (一 1)"{ 人 多 顶点 循环 D. 的 积 } 之 中 ,有 仅 由 自 环 (- D 
组 成 的 因子 , 据 上 式 应 为 1 。 因 此 , 上 述 例 中 的 D 只 用 信号 流 图 
ЕКШЕ ЕИ ERIT DU 
D-(-3YE-12E- 13E- 13E7 134 CA AY'ECDO GD IE - 111-11 
CC IDPEQDGQDE ~ 11E 7 12€ C- 12*E82E - 13E 7 11L 7 17 
*tOHD'EGO)GD COE 7 114 C D'EGOGDJLC83E - 11 
21-LO)ü)1- [0201-7 L8] 7 L2 (4001 
*tEOXGDIES1 
因此 可 以 理解 为 
D-1- Db +DL- 1)", 6 
BE, 再 由 在 @ 中 除去 了 自 环 的 图 《 即 在 信号 流 图 上 增加 
THK 的 图 ) 求 含有 边 E 的 全 顶点 循环 D, 的 积 。 该 值 取决 于 
此 图 中 包 全 K 而 且 无 公共 顶点 的 顺 向 回路 ， 为 1- XI, + 
ЖАО(СКу- + (~ DDK), LOCOS BN LE ИЩ 
路 。 在 回路 中 除去 边 K 时 ,从 输入 变量 顶点 出 发 ， 进 入 输出 变量 
顶点 的 顺 向 路 径 设 为 P,. KL, 去 只 此 Р, RTRA Р, 的 
顶点 和 与 这 些 项 点 祖 连 的 边 全 部 去 除 后 的 图 СБ) 的 五-,。 因 
dE 
Е= – BPAGP) NL Dh + У,у 
ЖЕФ, КЕ Ж 
KH- (- Y'ECEC)()1E- 130 -1 
* CC D'EOC )3080E - 11 
*C TRY) JE- 115 C7 DEGO 91 
* C D'ECOO (352081 C7 DEC 2) (91 
E--[GYX(1- E87)  25(9)(1) 
By, A- U 的 行列 式 为 
IA-U| =(= D'( Яр, + Baj- EIP PK 
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а- хр, X1 
为 使 方程 (4- U)X =0 А X=0 以 外 的 解 , DDR LA- U| = 
9+ ,这 就 是 
1-92, + LI- KL PAGOS B 1- DL + 34531 
=0 
因此 


1. BPAG(BP) 的 (1 EL + De} 
K І-ї. Dib 


此 1/K 是 输出 变量 т, 和 输入 变量 o, 的 比 。 因 此 得 到 梅森 公 
式 。 
[例题 ]1 利用 梅森 公式 式 (7,4) 从 图 7.5(a) 的 信号 流 图 9 
Ж «а/а, 
[解答 3 ”GG 中 在 在 着 自 环 [41:]， 它 是 唯一 的 一 个 顺 向 回路 ， 
因而 式 (7.4) 的 分 母 是 1~ 3E, € Birel- an 
从 贡 点 m. ЖАЙ д о, SOUS REESE Р, = (аш) 和 Р„= (аш, 
аһ), GPD EH P, 的 顶点 m 和 w。 以 及 与 它们 相连 接 的 边 
Gas Ga Фе 从 人 中 去 掉 后 的 图 ,由 顶点 о, ЕА Се 1 9108, A 
Ж, GO №01 У, € 3I, 1-а. ЖР, US vss 
2,, 0, 各 与 它们 相连 接 的 边 从 避 中 去 掉 时 ， 成 为 ОР), Г 
么 也 没有 的 ( 空 ) 图 。 因 此 GDKO- YL + БЛ) 1, 
所 以 
EUN Gil- A} tatal} 
Dm 工 ~ wait 
[例题 ] 2 利用 梅森 公式 从 下 列 联 立方 程式 求 z. /z.. 
m, = 22, + 32, + d, — 2ш, 
ti ФИЗ ДЕ 14, 
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Wa = ©, — Vo + Ба, 
ту = Bo ~ $m,— 42, 

I 解答] 首先 ， 由 上 列 联 立方 
程式 得 图 7.13 信号 流 图 G, ER 
个 从中 有 五 个 顺 向 回路 ,为 

Ls [23 氏 -3],[-1]， 

ECD,GYX, EG) (1 
无 公共 节点 的 两 个 顺 向 回路 为 
图 7.13 Вента La DZIL-11,L2]L -31, 
L-13E- 81,E0 (1E ~ 81, 
LGX(GDIE - 11 
无 公共 节点 的 三 个 顺 向 回路 的 集合 为 
L, [21[—-31][-11 
无 公共 顶点 的 四 个 以 上 前 硕 向 回路 的 集合 不 存在 。 因 而 式 〈7.4) 
的 分 母 为 
1- Xa Hh- Db 
zi-[21-[-81-L-11- GOD (017 E42 021 
*EZIE- 1] E217 814 E - 130 781 
*EOXG)3E- 31+ 04) (6) - 11 
= 022-312 - 117 一 68 

从 节点 o. 到 o, ДШ 18 Xy Р, = (72), P, (95,09) 

8 B-(Q-0,0) 三 个 。 
G( 互 ) 为 将 P, 的 顶点 ©, 和 z, СА 
以 及 与 它们 相连 接 的 边 . 8 5 
CA, C2, (5), (4), (8), 2 uw 
(,O»0AGpPEANUSE (а) 000 — — 0) 90 
СЕА 7.14 (1, XE ӨР) 的 国 7.14 GR СР, 
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Q- У, + Ле )Ы1-[-31-[-11+1-31[-11„ PE, 
QDA Bl 7 14 (D) BU EL, ERO- EL + 2 e) 17 LS 31, 
最 后 , GO) 是 顶点 e, 的 自 环 [ -~ 11, ERO- DE + 237a 
1-L-11l, HERT. OKITA 
PAG(B) 的 (1- У, +5} 
=(-2){1-1-31-1-11+Ё—31171) 
-GDGDO-D-31 + (74420 7E 711 
212 
所 以 
z,/2, 2 12/(— 68) 
[例题 ]3 利用 信号 流 图 由 例题 1 的 方程 式 求 0/20 
[解答 ] 因为 s。 作 为 输入 变量 ，% 不 得 出 现在 联 立 方程 式 
的 左 侧 。 这 是 因为 连接 在 输入 变量 的 顶点 上 的 边 ,必须 成 为 从 该 
顶点 发 出 的 边 "。 为 此 ， 第 三 方程 式 ша = ба, — 3а — 4ш, 变 为 下 式 
即 可 。 


(D) z, = 6v, — iv,- 30, 


GD a= t 


图 7.35 信号 流 图 
‚- * 186 ° 


对 应 于 (I) , 联 立方 程式 的 信号 流 图 如 图 ?7.15(a)。 另 外 ,对 应 
于 (IT) 的 如 图 (b)。 显 然 , (в) 中 将 图 的 顶点 o, 的 自 环 去 掉 时 ， 
就 成 了 图 (b) 的 图 。 
我 们 试 利用 O 情况 下 的 信号 流 图 Ө, 计算 m/zs。 当 从 全 
探求 五, Г, І, ў, 
La [EET ELE-8)LOXXL EC 20,6801, 
EC), (2) ,(6)3 
La 21111,21 81,1 11031,141),63)1-31, 
[(-2),(6)]5~1 
La Т?Г-11[-31 
因此 ， 式 (7.4) 的 分 母 为 
- (1- ML, + 31s) - — 86, 
2f 72 从 顶点 内 到 顶点 o, ËJ MM Fd 
5. * B E P.= (4), Pst), 
‚б Ge (O23, Bye (- 0X0). 
(а) GG / au) em Ө) 的 图 如 图 ?.16(a)?。 因 而 
图 7.16 和 的 G(P,) Р) GDR- SIL, + Sae) 
=1-1-11-1-31+1-1Ј2-31=8 
根据 图 7.160) OEREN 
OPDRA- XE, + XL) 
=1-1-11=2 
DE 
GMA- S e 3E, 51 
由 以 上 可 得 式 (7.4) 的 分 子 为 
XPA4GOOBO- XL, e У,у) 
= 4X8) (C 74)(- 22020 ~ 4) 6)(2202 
2-12 
° 186 - 


ВАРТНО а, Га, = — 12/0- 88), 
其 次 ,我 们 试 利 用 图 7.15《b) 的 信号 流 图 Gi Ж, 


Za Erta On | С-®,()], 


[E] 


Za iab -2 人 (全 )-n 


La ФОЖ Ж) 
Vi, ROD 的 分 母 为 1- БИ» + БИ = 一 43/2。 从 顶点 mm 
到 顶点 v. ВОДИИ 50 Р, = (4), Р,= (0-1), (-2)), Р,= 
G7 1)，(5),(3?》, 困 而 式 (7.4) 的 分 子 为 下 式 的 值 ， 

XP4GCOPO HO D+ Mae)? 

-Xü-i-iDs(G-010-2)00-7C DÀ 
*G-210X3)9()7 一 3 

因此 得 /w= —3/(— 43/2) 


7.4 在 控制 系统 方面 的 应 用 
为 了 表示 控制 系统 , 常 使 用 关于 状态 方程 式 的 微分 所 


ХО) = АХО) + BEG) (7.5) 
4 APB Н ЗАТЕ CS IR 
sX(S- X (0) = AX G) + BE (5) (7.6) 
So, (t) 
2 Ы D 
"1 жй T XO X C 4 чо]. Eo 
m). MN 


dt 
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假定 大 (0) = 0, Эна ==, 式 (7.6) 便 成 为 


Х={АХ+{ВЕ 


(7.7) 


由 该 式 可 以 得 到 信号 流 图 ， 因 此 本 应 用 前 述 的 根据 信号 流 图 求解 
联 立 方程 的 方法 。 例 如 ， 由 状态 方程 式 


2,0) 0 1 0 ота 9 
2,00) 6 0 9 ој v(t) 0 
$ (O |= 7 一 о о Of DE) |+| 0 |e) 
$0)!]|0 о 0 20%) ° 
d.) 0 4 в olet] L9 
得 
2,()] [50] 0 0 1 о ofa) 
[0] ®,(0) 6 о о о 0| 28) 
slm (s) |-| m (0) |= 7 -1 0 0 0j (s) 
% (8) 2,00) оз 0 0 2 а,ә) 
2,69) | eO 0 0 4 8 0150) 
9 
0 
9 (г) 
0 
|, 
ЖЖ, 设 ilH X00) = 0, n 
[A 0 o t ° ofa? [e 
ml | о о о оја 0 
s |=% -{ 0 0 о |а, || O le, 
а, 9 36 о o Rju 0 
ә) Lo о 4 8& ols] |9 


由 此 得 图 7.17 的 信号 流 图 6. 
* 188 ° 


现 研 究 系 统 的 特征 信和 信号 
流 图 Q, 的 关系 。 当 4 为 上 xm 的 


常数 矩阵 时 ， 
А-А] 
= А-Ш:=0 
因此 
“А-Ы! 1-0 s OW о. А 
为 А 的 特征 方程 式 。 штлт B Gy 


我 们 来 分 析 将 人 4 - 忆 ) 的 转 置 矩阵 作为 连接 抑 阵 的 图 Ө, „Ж 
从 信号 流 图 G, 中 去 控 对 应 于 LBE 的 子 图 以 后 的 图 为 GOD), 
Jug 9, 就 是 在 人 9( 吾 ) 的 全 部 顶点 处 如上 了 自 环 (一 1) 的 图 。 由 式 
(6.3) 得 
ItA- U) = (У 1909, 的 全 节点 循环 Du 的 积 ) 
RAARO 1) 在 任何 顶点 都 有 ,用 与 导出 梅森 公式 分 母 的 相同 方 
法 ， 得 
ICA- U| = C7 DYNG(B) 的 (1- BE 33, 
Bi #2, Се, 4 
»|A- AU| = CT 1)(G CE) ~ УЕ, + Bae) heag 
EG ЖОКЕ Ж E [0 ЖШ E S QUIA EI 
TONS E. AMADA- 235, + Deo saN 9, 
fj 1- BD + 5,0,8 f 
AG, B 1- D 607,60 (7.8) 
是 特征 方程 式 。 应 该 注意 , 数 ” 是 变量 “的 个 数 ,不 包含 变量 e 的 
个 数 。 
AWIL 从 图 ?7.17 的 信号 流 图 ©, 求 特征 方程 式 。 
[解答 ] 由 Gn 5, NEEE, OIE, C^ D, 
` tt +189, 


GustcD,cD1. 因此 . 


G, BO- И + БЫ) 
;1-[( (721-66 (- 0d001- rGDoD1 
HECE CEIC BE] + (6 – (улг 026) (81 
-1- 237 C60 +112- 96/3 


据 式 (7.8) 


vic zd eri өд.) 
= 05-2349 462* 1124-98 = 0 


是 特征 方程 式 。 

СМСС X38 ER РЕЈ 

假如 求 得 式 (7.8) 的 根 ,实际 上 就 得 出 了 系统 的 特征 值 。 而 在 
信号 流 图 具有 两 个 以 上 被 称 作 МӨС 的 特殊 子 图 的 情况 下 ， 可 更 
简便 地 求 出 特征 值 。 现 说 明之 。 

MSO 图 , 是 最 大 强 连 通 子 图 (maximally strongly connected 
subgraph) 的 简称 。 所 调 强 连通 的 强 ， 是 任何 边 都 归 入 顺 向 回路 
的 情况 下 所 用 的 术语 。 即 使 是 一 个 项 点 ， 当 不 存在 含有 该 顶点 的 
顺 阅 回路 时 ， 也 成 为 MSO 图 。 例 如 ， 大 一 下 含有 图 7.17 Ө, 
BARCO MSO 图 9,, 9, 必须 包 售 边 必 )， 原 因 是 边 以 ) 和 边 
《72) 组 成 顺 向 回路 。 由 于 边 尼 ) #190 (60), CL D ФЛЕШ 
有 路， 所 以 它们 也 必须 包含 在 Ө, 中 。 此 外 ， 再 没有 包含 这 些 边 的 
ЖЕЕ. Am, €, EHAE, COD, GOM OUR. TUE 
о B ЖЖЖ MSO B|, X ,@, 中 还 有 MSO 图 的 ， 它 们 如 图 7.18 
Bim. 

利用 MSO 图 求 特 征 值 较为 容易 ,方法 如 下 。 在 由 式 CD BE 
作 的 信号 流 图 Өз 中 ，(1- PIL, + 3) ION E КОЖ ИИЙ Л. 

190° ， 


变量 的 项 点 无 关 ， 这 是 已 经 
说 明了 的 遵 再。 因此 ,在 MSC 
图 中 , 设 去 掉 洁 有 输入 变量 
的 顶点 后 的 剩余 部 分 为 Oas 
全 ,… Gin, 换言之 , 设 G, 的 
MSCH A HO Oae Gal 
输入 变量 顶点 组 成 的 MSO š 

Ei, С, 的 硕 向 回路 就 必然 由 图 7.18 MSG 图 Go, Ө, G, 
只 属于 一 个 M80 图 的 边 组 成 。 困 此 可 知 


& а-у, + 3I) 
一 = fe BQ- DA + Б-у} (7.9) 
作为 Е 


лче, B Б, Dans) 50 
的 根 的 Ө, 的 特征 值 ,是 各 个 
ме, HO- DA + Бе y 70 (1.10) 
的 根 ( 注 : m 是 G, 的 顶点 数 )。 册 ,为 求 Ө, 的 特征 值 ， 只 要 逐个 
求 它 的 MSO 图 ©, 的 特征 值 即 可 。 
[例题 ] 2 求 图 7.17 的 信号 流 图 9; 的 特征 值 。 
[解答 ] 正如 图 7.18 所 示 , 在 Ө, 的 MSO 图 中 ,Gf 11 ©, 是 
不 售 输 入 变量 的 顶点 的 图 。G 的 特征 值 是 方程 
эё, BO- X + DE) he- 
BAN TTD DA 
= 和 一 7X+6=0 
的 根 和 = 1,2, -3, ©, 的 特征 值 是 方程 
AG, ша - БА + Dare) he- 
#41-16 -р=М-16=0 
"191. 


UR A 24. BDE 的 特征 信 是 A=1,2,-3, 24, 
利用 柱 森 公式 (7.4) 式 ， 作 为 乃 的 元 素 的 输入 变量 o MA 
TRNEK o, 的 关系 是 


ву | DPAGAPy) 的 (1 У, + у-у} 
«О  , G@WO(- Sb, + BL) 


RAMH 9, 的 MSO 图 简化 。 请 读者 自学 之 。 


= ш 


[1] 求 下 列 联 立 方程 的 信号 流 男 。 
(в) Pim thre (b) z =m 2n 
Tambat, t byt, + bete 区 四 Si 二 42 
жө бул OG = cz — 32 — ty 


Bon dum, dz 
(е) £i —2, 922, 

Жуз $, HBE, 

2 一 和 十 5 

z е8, ET» A 92, 
[2] 用 化 简 信 号 流 图 的 方法 求 第 1 EGO m/m" 
Ез] 用 梅森 公式 求 第 1 题 联 立方 程 的 zj, 
[4] 用 化 简 图 的 方法 从 图 7.19 的 信号 说 图 求 m/s 
СБ) 罚 梅 森 公 式 从 图 7,19 КИЙА т/а, 
[6] 用 梅森 公式 求 第 1 MARLIEN а/а, 
[T] 从 下 列 状 态 空间 方程 式 求 信号 流 图 。 


(2) d, a, + 0,0, + 06 (b) 4422,22, 


dou bar, + Duty + bye de 8,46 
dy 0,2, C X, = —2—22,— 92, 
# = dz. dye (d) 42 —2,4132, 
(о) dj» —x, 22, $4222, 10е 
d eA, 32, dy 42, + Bz +m, 
£ = бт, + ба; y= AL t Óla + Tas +95, 
Cmdr 1+ 98 [^I 
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1) 


2) 


8) 


4) 


8) 


. 


Й 


© 6 
图 7.19 信号 流 图 


сву 根据 第 [ 7 ] 题 各 状态 空间 方程 式 所 作 的 信号 流 图 , 求 其 特征 值 。 
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第 八 章 在 让 辑 电路 方面 的 应 用 


[要 点 】 以 上 各 齐 中 , 边 的 权 是 重要 的 。 而 本 齐 用 图 
来 表示 到 辑 电 路 是 重视 顶点 的 权 的 例子 。 本 章 研 究 通过 
求 特 殊 的 子 图 来 分 析 均 辑 电路 的 方法 如。 


8.1 ZTH 


ЗРЕНИЕ З, RAREST RT 
RSEN REN. 


DD fep —PP— 


《a) 与 门 (буп CHENI 
^ E Е F F 
[Cy Ead Сөж) СУГА АЕ 


图 8.1 шани | 
在 图 8.1(a) 的 与 门 中 ,输入 变量 muna, e, m, 与 输出 函数 也 
的 关系 下 示 为 
FE = m 0 y (8.1) 
该 式 表明 , 仅 当 а, = ш, = + = ш, = LER ВНАУ 1, 
图 8.1(b) 称 为 或 门 ,输入 侧 与 输出 侧 的 关系 为 
Реа, +++, (8.2) 


换言之 ,只 要 输入 变量 C оо, zt 中 任何 一 个 为 1 在 输出 侧 就 


*1 本 章 中 所 运用 的 布尔 代数 ,请 参看 澳 录 S, 
- * 198 ° 


输出 1 ,这 就 荐 或 门 。 

图 8.1C(0) 称 为 非 门 ( 反 相 器 )， 输 出 向 是 输入 变 置 的 补 码 CE 
定 )。 芭 如 果 输 入 侧 输 入 工 , 则 输出 铺 为 0 :如 果 输 入 便 输 入 0 , 则 
Lour ram 

在 与 门 的 输出 铀 加 上 非 门 成 为 图 8.16, 称 为 与 非 门 ， 它 的 
LITE T 

Foam (8.8) 
在 或 门 的 输出 侧 加 上 非 门 成 为 图 8.106), 称 为 或 非 门 ， 它 的 
输出 函数 万 为 
F-34443. (8.4) 
另外 ,如 图 8.100) HERE, ЖЕНЫ CIMA ERU RAI RETI 
而 成 ,此 时 可 知 , 输 出 函数 也 为 
P= BB 《8.5) 

图 8.2 дно тА НИ, г 和 3 是 输入 变量 , Р 
输出 函数 。 与 门 o. 的 输出 函数 为 8, 与 门 的 输出 函数 为 zy, 
因为 它们 变 成 了 或 门 o 药 输 入 变量 ,所 以 输出 函数 万 为 

F-aejruy (8.6) 

图 8.2 КЖ DN DO GU о EE T PS ME DE 
数 刀 的 给 定 斋 点 称 为 给 出 端 。 

试 求 图 8.3 ESSERE yi H ИЖ P. Урд, 的 输出 为 gz, 
它 和 % 通 过 非 门 后 的 作为 或 门 史 的 输入 ， 因 而 g 的 输出 为 
20:11, XI) g 的 输出 s+z， 它 和 gs 的 输出 成 为 与 门 s, RU SÉ 


A | YS 38 HERI IP A 


P= (ayz +2)(@ + Z) (8.7) 
上 式 展开 成 
Е = шуй + шу20 + š + EE 
= zz + ZZ (8.8) 
在 图 8 4 的 逻辑 电路 中 ,oz a e ` 


Bua БИ, хаж | A 
与 门 9 的 输出 它们 都 是 或 
门 ® 的 输入 ,因此 图 3.4 避 ^ 图 8.4 BELE 
辑 电 路 的 输出 函数 与 图 8.3 迎 辑 电路 的 输出 函数 相同 。 即 图 8.3 
AERE RS MEAS в.а OE CHOR PATRI AI аа. 


8.2 1- 网 和 0- 网 


壤 招 尿 辑 里 路 的 输入 端 、 输 出 端 以 及 门 当 作 顶 点 来 考虑 ,表示 
它们 之 问 违 接 关系 的 线 变 作 有 向 边 ， 逻 辑 电 路 就 成 为 有 向 图 。 顶 
点 表示 为 门 时 ， 进 入 它 的 边 称 为 输入 边 ， 从 它 出 去 的 边 称 为 输出 
边 。 例 如 图 8.5 中 ， 和 顶点 g 有 关 的 边 a, b, eh a Rb Eg. 
的 输入 边 , 边 是 g, 的 输出 边 : 边 & 也 是 g I. 顶点 л, 
Ф, Ф, Dus 和 和 针 用 门 的 形式 画 出 , 它们 也 可 以 画作 普通 的 顶点 
并 可 在 其 处 标注 与 门 和 或 门 。 


[3 


E 


E 
y 
2 E 
w 
r 


图 8.5 逻辑 电路 作为 有 向 图 G 
为 了 来 顶点 下 的 输出 函数 Р, РЭВ, ЖАЗИ ЕГИН 
* X97。 


端的 输出 西数 。 首 先 , 与 门 % 的 输出 端 为 zy， 或 门 gs 的 输出 端 
为 z+ 它们 成 了 与 门 9, 的 输入 ,因而 gs 的 输出 为 zy(z+ u), P: 
和 与 门 ga 的 输出 че 成 为 或 门 9 的 输入 ， 因 此 (顶点 Л, 的 ) 输 出 
函数 ЛБ 为 

F,=my(z+ u) + o ‹8.9) 


[1] 1-0 


为 了 由 图 直接 求 式 (8.9) 的 输出 函数 了 ， 我 们 定义 特殊 的 子 
图 一 一 1- 网 。 

设 吾 匈 电路 的 有 疝 图 为 8, 远 任意 顶点 f. MaS BLAME 
的 子 图 , 它 满足 下 列 条 件 ， 

а) 站 是 包含 顶 虑 六 的 连通 图 。 允 的 任何 与 门 ， 其 输入 便 的 
全 部 边 都 包含 在 好 中 :对 的 任何 或 门 ,其 输入 侧 的 边 仅 有 一 条 包 食 
EMH, 

(2) 下 的 任何 走 子 图 都 不 吴 足 条 件 (1)。 

举例 说 明 1- 网 。 图 8.5 中 图 他 的 子 图 Ө, 未 平 图 8.6(a)。 设 
所 选 的 顶点 为 及。 的 与 门 g 的 输入 边 和 f 中 的 与 门 % i 
入 边 相 网 ， 同 样 , C. 的 与 门 gs 的 输入 边 和 人 中 的 ga ПОЗА ЛЯН 


* Bs E; i РА 


(a) 子 图 G, 


E Be Es E: EA 


(o) M. (1-8) 
图 &,6 TE 
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МЖ, @, 的 与 门 满足 条 仲 (1) 。Gx 中 ,有 三 个 或 门 , ЖЕ 
何 一 个 门 的 输入 例 只 有 一 条 边 , 也 满足 条 件 (1) 中 的 或 条件。 更 
Ë f. £ G, 之 内 。 由 此 可 得 到 铺 论 ，G: 满足 条 件 (1) 。 进 一 步 研 
究 图 8.6(b) 的 图 Mu, ҢЫ ДЕДЕК). KAM, 是 ©, 的 真 
FE. AG, 不 满足 条 件 (2) ,所 以 G, PEIA Л 的 二 网。 去 
d М, 的 任何 部 分 就 不 能 满足 条 件 (1) ,因而 М, 满足 条 件 (2)。 所 
以 ,图 М, йд f, 的 1- 网 。 除 此 之 外 , 在 图 8.5 HGE F, W 
点 五 的 二 两 还 有 两 个 ,它们 如 娘 8.7 rS. 


сал ЙМ» 


= de 7 
е tby- PMs 


图 8.7 1-0 M, A Ma 


BE [Iu PI PS Ioa va EI 
的 1- 网 М, 的 量 是 wyz。 图 8.7 的 1- 网 М, B Ж JE шун, 1-0 
M, HRE wo。 下 一 小 节 说 明 -网 的 量 和 逻辑 电路 函数 的 关系 。 
[21 输出 函数 F 的 拓扑 公式 


Br marg 8 ce Ө Ж er UST ER P W, T, 
Lt HEH TRR: 


F E СИА f IP М, 1%) (8.10) 


上 例 图 8.5 Ше АНЕЛ f, 的 1 网 М., Ma, Aao АШ 
H3K(8.1) ,节点 f, 的 输出 函数 1 为 
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万 ,= (1-0 М, 的 量 ) + 《1- 网 М, 的 量 ) 
+O- M, BORED 
= буш + шуш + UO 
更 简 巾 说 明 式 (8.10) 是 正确 和 的。 首先, 设 顶 点 无 的 1- 网 为 ML. 
М, 的 量 为 ша, HOM, 的 输入 端 变量 为 mun, ш, 
给 定 的 逻辑 电路 好 仅 由 与 门 和 或 门 构成 ,因此 M, 也 由 与 站 和 或 门 
ZUR. М, 的 任何 一 个 与 门 ,其 输入 便 的 全 部 边 包 含 在 М, h, М, 
的 任何 一 个 或 门 ,其 输入 侧 的 边 仅 诅 一 个 包含 在 M, 中 。 因 此 ，, 当 
Am eg ee =ay=1 时 ,其 输入 储 连 接着 这 些 输入 端的 门 的 
输出 侧 全 部 为 1 。 同 时 ,那些 相应 门 的 输出 侧 也 为 1 ,等 等 .最终 ， 
M, НЕГ 为 1 。 由 于 М, 是 好 的 子 图 , 当 m, =. = <= m, = 
1 时 ，G 的 输出 端 了 输出 1 。 这 是 对 顶 虑 了 的 全 部 1- 网 而 言 的 ， 
DRAS 的 二 网 M, 的 量 ) 应 包含 在 顶点 的 输出 函数 也 中 。 下 


面 ,考虑 与 此 相反 的 情况 。 
当 变量 和 其 补 码 ， 例 如 w 和 5 成 为 输入 变量 时 ,万 的 全 部 项 中 应 
”包含 s 或 5, 这 样 的 也 应 天 示 为 


T= Br (8.11) 


| ， 例如 图 8.8 ра ей 
. НРА 
» F = oy (8.12) 


вз завиа 但 由 于 z 及 其 补 码 3 也 为 输 
ЛЕВ, РИА ОНУ КИЯ z 或。 这样, Р ERUR ZG 
FP = myz + дуб (8.13) 
ЗЕРЕК Н ЮКЕ R F, ЖЕ Эу а, m dE mmm е s 
mr.=1, 其 他 所 有 变量 为 0 的 情况 下 , 输出 端 应 输出 1。 这 时 门 的 输 
出 侧 输出 1。 设 ©, 为 子 图 , 它 由 全 部 门 和 变量 是 22,0. оь 的 
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输入 端 ,传递 1 的 边 , 输出 端 了 所 组 或 。 当 eoe oem T, 
,的 全 部 门 的 输出 侧 输 出 1 。 因 此 ,GF, 的 任何 与 门 ,其 输入 侧 全 部 
边 包 含 在 G, ho G, 的 任何 或 门 , 它 的 输入 侧 的 边 必 须 至 少 有 一 条 
包含 在 H. HR, 预 点 了 也 包含 在 G. 中 。 即 Ө, 为 包含 着 顶 
虚 了 的 二 网。 因为 这 可 以 对 于 也 的 任何 项 Р, 而 言 ， 所 以 输出 了 
数 也 应 包含 在 21 (顶点 了 的 二 网 的 量 ) 中。 于 是 得 出 ж. Ж 
(8.11) 是 正确 的 。 

现 介 绍 一 下 求 1- 网 的 入 单方 法 。 为 了 画 顶点 了 的 二 网 ， 首 
先 ，(D 男 顶点 了 和 它 的 输入 边 及 以 此 边 为 输出 边 的 门 。《I) 若 未 
函 输 入 边 的 门 为 或 门 时 ， 则 画 出 它 的 一 条 输入 边 和 以 它 为 输出 边 
的 门 或 者 输入 端 。 若 未 面 输 入 边 的 门 是 与 门 时 ， 则 夯 出 它 的 全 部 
输入 边 和 以 它们 为 输出 边 
的 门 或 者 输入 端 。 对 于 未 
函 输 入 端的 门 ， 进 行 步骤 


B——^ 
< ӨРТ НЕМ 
Ld 


Ti. E 
现在 用 上 述 方法 ， 求 А O) е. АП ^ 

L[INTITIDISME » " 

的 二 网 , 首先 , йт, (e) ША fiio Fan 

得 图 8.9(a)。 在 此 图 中 ， СЯ А 

来 画 输入 边 的 门 是 或 门 “ nem ^ 

go ЇШЇН b PEE : 

8.9(b), 9, RER №, p 5 h 


sa 
BB Р EJ 8.9 BEETA ЛАНА 
(с), AROS TN A fW 
ки. —ë— 
活用 上 述 方法 已 得 到 “1M ` 
i 网 ,只 要 改变 1- 网 中 或 图 8,9 求 工 网 的 方法 
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门 的 输入 边 ， 用 步 又 Ir 即 可 得 新 的 1- 网 。 当 改变 图 8.9(o? 的 门 
虽 的 输入 边 时 ,就 成 图 8.960, KURMA Л 的 1 网 。 因 为 在 
或 门 g 中 除 此 之 外 没有 输入 边 了 ， 所 以 接着 改变 或 门 % 的 输入 
边 , 得 到 图 8.9(e) 。 在 该 图 中 存在 着 未 画 输 入 边 的 门 go R 
HR ID 4388.90), BARE Л 的 1 网 。 因 此 图 8.5 的 顶点 万 
的 -网 已 全 部 求 世 。 出 这 三 个 -网 ,根据 式 (8.10) 可 知 , 顶点 万 
的 输出 函数 Р, 为 


F,= z+ t-t WY 二 


[3] 0- 网 


LARIT 工 从 输入 端 送 到 输出 端 所 必需 的 最 小 子 图 而 
下 面 定义 的 -网 是 为 了 将 0 从 输入 端 送 到 输出 端的 最 小 子 图 。 

顶点 了 的 0- 网 万 是 逻辑 电路 的 子 图 ,满足 下 列 条 件 ， 

а) ПБА REETA. NEES. KWAN 
BARE- RAREN Pi N HERR CREE BO cO EO 
RENH. 

(2) 玖 的 任何 真子 图 都 不 满足 条 件 (1) 。 

MRA 8.5 逻辑 电路 的 顶点 无 的 0 网 。 图 8.10(a) HFE 
N, EOR HUS, N. BRAMA f. N. 中 败 一 的 一 个 或 门 А 
的 输入 侧 的 边 全 部 包含 在 M 中 。 BUR N. 三 个 与 门 的 任何 一 个 ， 
输入 侧 只 有 一 条 边 。 由 此 可 知 ,RN, 满足 条 件 1。 

其 次 ,只 要 去 掉 N, 的 任何 顶点 或 任何 边 , 条 件 (1) 就 不 满足 ， 
因而 N, 满足 条 件 (2)。 因 此 N. 是 顶点 页 的 0- 网 。 此 外 ， 项 点 
f. 的 0- 网 还 有 五 个 ,它们 如 图 8.10 D BER, ok 0- 网 , 用 前 述 的 
RLAR ART. (8, ПТ 中 与 全 的 情况 ， 取 一 条 输入 
按 ; 或 门 的 情况 ,必须 取 全 部 的 输入 边 。 

0- 两 的 量 ,就 是 输入 变量 的 补 码 之 积 。 在 上 述 例 中 , 国 8-10(a) 
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Са) 0-8 №, 


i № 
L. 
а Es : + Л 
Ы СУ M | 
(b) 0- 网 Ws~Ne 
maw 0 网 


的 0- 网 的 量 为 58, 图 8.10(b) 的 N, ЈЕ su, FLPE, N, 的 者 
320, N, IMS 80, N, 的 量 为 到 ,因而 N, 的 量 为 200, 
顶点 了 的 输出 函数 怒 是 顶点 了 的 1 网 的 量 之 和 ! 而 其 输出 函 
数 了 的 补 码 了 Uus f 的 0- 阅 的 量 之 和 。 换 言 之 ， 
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шаңы F 的 拓扑 公式 是 
Fog ORA f 150-8 N, 的 量 ) (8.14) 


H + 8.10 A 0-M S N.. Ma, Na, No, N, No dE 
(8.10 DUX f, 的 输出 函数 的 补 码 P 为 
F = СМ, 的 量 ) + (N, 的 量 ) + + (N, 的 量 ) 
=й. {+ HU + ZŠ gd t 0 
= EU + V + Z L Fb + 96 


8.3 逻辑 电路 的 分 析 


如 上 所 述 , 不 包含 顺 向 回路 的 逻辑 电路 由 与 门 和 或 门 组 成 时 ， 
湛 输 出 端的 名 辑 函数 也 或 了 ,可 以 通过 式 (8.10) 或 式 (8.14) 求 特 
ЖЕШ 1- 网 或 0~ 网 而 得 到 。 

逻辑 电路 包 食 非 门 时 ， 去 掉 非 门 就 可 以 利用 R (8.10) RR 
《8.14)。 因 此 研究 一 下 去 掉 非 门 的 方法 。 


(а) 与 非 门 四 猴 入 便 有 非 门 的 或 让 
图 8.11 与 非 门 及 其 等 效 门 
图 8.11(a) 是 与 非 门 ,其 输出 函数 也 为 
Fm 
=Ë, +E,+ = FE, (8.15) 
此 式 的 右 方 ,是 把 Z, Eas, жь 作为 或 门 输入 侧 , 因 此 ,只 要 将 图 
(人 ?与 非 门 输出 铀 揭 非 门 移 至 输入 全 各 边 ,把 与 门 变 为 或 门 ， 便 得 
出 输出 与 输入 的 关系 仍 不 变 的 尿 辑 电路 ,如 图 8.11(b) 所 示 。 换 宵 
之 ,将 与 门 输出 便 的 非 门 去 除 的 方法 是 : 
法 一 ， 去 掉 与 非 门 输出 侧 的 非 门 ,将 与 门 变 成 或 门 , 在 全 部 输 
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AMNEM Бар. 
LEBDQLS A IEPECSE D [UICE Pap 


(a) 或 非 门 (b) 输入 侧 有 非 门 的 与 站 
图 8.12 或 非 门 及 其 等 效 门 
ETETETT = 18,090, (8.16) 

由 该 式 右边 可 知 ， 非 门 在 或 非 门 的 输出 便 和 非 门 在 与 门 的 输 
入 傅 是 相同 的 。 因 此 ,将 或 门 输出 侧 的 非 门 去 掉 的 方法 是 ， 

法 二 ， 将 或 非 门 输出 例 的 非 门 去 掉 ， 在 输入 端的 全 部 边 加 上 
非 门 ,把 该 门 变 为 与 门 。 | 

如 图 8.13(a) 所 示 , 当 在 输入 端 加 上 非 门 时 , 非 门 的 输出 侧 是 
输入 变量 的 补 码 。 因 此 车 像 图 8.13(b) 那样 ， 将 输入 变量 变 为 补 
码 即 可 。 

输 . 


入 . es 
£— —— 


(а) ААН [OE LEO 
图 8.18 MARREN 

法 三 ， 要 去掉 输入 端 附加 的 非 门 ,可 将 输入 变量 变 为 其 补 码 。 

最 后 ,如 图 8.14(a) 那 样 的 情况 , 门 的 输出 侧 或 输入 端 所 连 的 
边 中 有 一 部 分 带 非 门 , 则 方法 如 图 8.14 (D) BER RE 

法 四 : 将门 或 端 一 分 为 二 :只 带 厘 门 的 过 所 连 的 门 或 端 ,不 带 
非 门 的 门 和 端 。 

利用 上 述 法 一 ,法 二 ,法 三 ,法 四 四 种 变换 ,不 合 硕 向 回路 的 滩 
辑 电 路 的 非 门 可 以 全 部 去 返 。 

[例题 ] 1 试用 式 (8.10) 分 析 图 8.1500). 
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1^ а=) 
а НЯ i D 
P Ла Ë, м 
E А A 
(a) FIBI HH A UST (b) павли—яз—,иё 


APARE шй HAET 
W81 门 或 岗子 一 分 为 二 
[解答 ] 首先 去 掉 非 门 。 运 用 法 一 将 与 非 门 g 输出 侧 的 非 
THESES RU, RAEO. X g, 输入 便 的 非 门 变 到 了 中 和 多 
的 输出 侧 , 因而 成 图 (e)。 应 注意 ,一 条 边 上 有 了 两 个 非 站 时 ,与 没有 
非 门 完全 相同 ,因而 g 和 9, 之 癌 的 边 没有 非 门 了 。 其 次 ,用 法 二 
去 掉 或 门 输出 侧 的 非 门 时 为 图 (d) 。 在 此 ,用 法 三 和 法 四 ， 将 9 和 


(а) жанна КОГЕРЕР 
Ge M i & СЗ А 
p = 
(в) 35k р MAMBET (3) 改变 pa НАВТ 


(e) 没有 非 门 的 逻辑 电路 
Шав 去 挤 非 门 的 方法 
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z 的 输入 端 分 开 ,如 图 (e) 那 样 ， 设 4 和:z МИЙ S У. 9, z. 9, 
BARERA Р 8-15(e) 中 有 两 个 1- 网 ， ЖИШШ тус 
和 死 ,因此 节点 了 处 的 输出 函数 丈 为 


F = mz + 9 
EI m 
[1] WRA 3.16 REIED / fa R1- 
t x 
v f. f 
p H 
x ^ 
Г 
> 
в) а Q) G: 
图 8.16 Ж 


[2] 试 求 图 8.16 PRR MA А ñ f 0-09, 
[3] 试用 式 (8.10) 求 图 8.17 逻辑 电路 的 顶点 了 处 的 输出 函数 。 
Сај 用 式 (8,14) 求 图 8.17 课 辑 电路 的 顶点 了 处 的 输出 画 数 。 


P 
£ % 1 
, М 
, а 
(а) а O) Ф 
N 
x. I Ki 
y y 
. f £ 
, " 
Ы (e) а Ы (а) а 
图 8.17 逻辑 电路 


[6] 运用 1 网 分 析 图 8.18 的 逻辑 电路 。 
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1 


2) 
зу 
4) 
б) 


6) 


0) G. 


(e) G 


Шале 到 部 电路 
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и ж 


ил 线性 代数 基础 
C11 Ж 
BOM АНЕ, MERRE Wak HRA m, п 排列 成 式 ( 附 1.1) 
ЖЕРШЕ Ж. 
аа du се йш 
^ 9s + «| (GR 1.0 
Фа Gma c Gas 


HREN m x n 个 数 ( 或 函数 ) 叫 做 矩阵 的 元 素 ( 或 成 分 )。 机 向 
排列 的 一 排 时 做 行 ， 维 向 排列 的 一 列 叫 做 列 。 当 抢 阵 有 汉 行 及 
FIR RERNE m, MAER, Сет, nm) 矩阵 。 特 别 是 当 
m =n 时 ,就 称 作 m п) ОВЕ, ЖЕНЕН, J. E$ F š 
的 行 叫做 第 4 行 ,从 左 往 右 编号 为 了 的 列 叫 做 第 了 列 。 位 于 A 的 
Ж $ IMRS ОЛЙ we ШЕ А С, ЖЖС, j 
RAIL BERAR 1.1 的 (my пунк А RH mno 

Ст, D REESE » ЛЛ] ЖЕ, (1, пун ЕКЕ n 3647143, 
因此 ,对 于 (m, пун , Азр» ЖЕЎЕ n 个 ,或 将 ”元 行 
向 量 排列 mm 个 就 行 了 。 


[21 EBE 


W A= Dudes, B= Буын ЗТ ВСАА АЈ 
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(m, n) 3EBE А, BRU A+ BIER, 记 作 A Beau 
Birdane Ж РЕН ЖО, DIA о fir, CARER RUE CA = Гоа 1з 
作为 特例 ， 抬 (~1)4 JH- A OR, A+(- BS A-B, B 
А-В=(у— Blmxeo 
38 A= Га, B= 61 时 ,和 与 如 的 乘积 表示 为 AB, 
记 作 
AB-[ азбы | 


ЮИ АВ= C = [о], 


P $21,2,-.,m 
eoo ааыа адн (ГУ) 


j51,2,—,n 
当 A, B, СЛО, 0), Gm), (m, пур, САВ)С = 
ABC) ,矩阵 的 结合 律 成 立 。 一 般 情况 下 ,ABw% BA, 


[3] REM: 

ЧА жб, %) 短 隆 时 ,将 А 的 行 与 列 交换 所 得 的 (n,m) 4 
кл А 的 转 置 (或 А 的 转 置 矩阵 ) dence A, ARG, j 元 
REA 中 成 为 (j, 信 元 素 。 抑 阵 的 乘积 的 转 置 如 下 式 所 未 。 

(ABy = B'A (QR 1.2) 

14] ЖЕ 


MAERED RETADR БОЕ БЕШЛИ. RR 
ЕА НОЛИТ ЕРЕС АЕ Р). TAPET 
ЈК ЧИ PE PLA REPEARUR ДЕ: WAGE 
求 最 大 阶 数 子 矩 阵 等 。 
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[81 行列 式 


XP n BIER A= Гау, MEE A 的 行列 式 记 为 141 或 
者 det 4, 则 可 用 下 式 定义 。 
lAl = (неп. Руа, „а-ы, 《 附 1.3) 
四 党 际 着 关于 下 整数 1，2，… п ш АШУ, Jor jas ja 
表示 1,2…, 和 n 各 个 不 同 正 束 数 的 置换 , 即 Р= (277 0), изд 
各 项 中 代表 行 的 编号 (1， 2,…， пу ИЕ ОА, Jass jO 
仅 出 现 一 次 。 再 着 ,设置 换 忆 的 符号 为 
1 Ade ЭШ" 
"P. заав е 

在 实际 计算 行列 式 时 ,往往 根据 上 述 定义 ,使 用 下 述 定理 3 与 定理 
8 所 给 出 的 方法 。 

下 面 讨论 有 关 行列 式 的 重要 定理 。 读 者 如 想 进 一 步 了 解 这 些 
定型 的 证 明和 行列 式 知识 ,请 参阅 适当 的 数学 书 。 

定理 1 车 将 A 的 任意 丙 行 或 任 党 钠 列 交换 , 则 交换 后 所 得 
的 矩阵 的 行列 式 为-- ТАЈ. 

定理 2 方 阵 4 的 行列 式 与 A 的 转 置 的 行列 式 相等 。 即 

ІА = 1441 

下 而 将 行列 式 展开 。 把 mw 阶 方 阵 А MA i j 列 ЖШ 
后 所 得 到 的 n— 1 阶 子 阵 的 行列 式 叫做 141 的 第 (5, D 子 行列 式 ， 
这 个 子 行列 式 乘 以 (- ШАГ, DRET, 以 Д, Ж 
示 @ 。 此 时 有 下 述 定理 3 。 


*1,+2 参 问 第 六 章 6,2 节 。 
Ф 46 KUREK au 的 代数 余子 式 。 一 一 至 者 
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ЖИЗ 行列 式 141 能 够 像 下 面 那样 对 于 任意 行 或 任意 列 属 

7 
[A| = a4 4, 5 4a baud (QR 2.4) 
[A| 72,4: t 2,4, += аА ( 附 1.5) 

式 ( 附 1.4 ), 式 ( 队 1.5 ) 分 别 叫 化 关于 行列 式 | 和 4| 的 第 # 行 ,第 j 
列 的 展开 。 由 于 余 轨 子 也 是 行列 式 ， 记 以 还 可 将 它 对 任意 行 或 任 
意 列 展开 。 如 果 在 所 得 的 余 因 子 中 ,依次 置 复 进行 这 种 展开 , 景 后 
结果 应 该 眼 式 ( 附 1.3 等 问 。 

根据 定型 3 可 得 下 述 定理 。 

定理 4 如果 A 的 任 一 行 或 任 一 列 的 所 有 元 索 都 为 零 ， 则 
Al =0。 又 ,如 果 关 于 | 及 1 的 菜 一 行 或 某 一 列 的 所 有 余 因 子 为 零 ， 
则 14L=0。 

根据 定型 1 E. 

定理 $ MEEA 中 存在 相同 的 栅 行 ， 或 存在 相同 的 两 列 ， 
网 (及 | = 0, 

定理 6 公式 bA t brda t … 士 和 do 等 于 用 [5 b... б BE 
бп A 的 第 Cau ав co] 之 后 所 得 矩阵 的 行列 式 。 同 
Ж, 64, eb Aue 0,4, 等 于 用 [Bb D. б 置换 А B9 2 7 
Fija. 9 … 2s] 之 后 所 得 矩阵 的 行列 式 。 

显然 ,出 定理 3 的 式 ( 附 1.4 ) 与 式 ( 附 1,6 )， 即 可 证 明 这 个 定 
理 。 


[61 两 个 矩阵 的 乘积 及 其 行列 式 


现 设 矩阵 A, B Hilo, п), (з, mE, 则 AB 为 nn 阶 
方 阵 。 在 叙述 |4B| 的 公式 之 前 ,让 我 们 作 如 下 定义 。 
所 谓 基 个 撼 阵 的 最 并 
Hie Ri P P REC Ur RC JURE EAUX, ERI АСЗ) AI 
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major determinenti, JR 


中 ,其 最 大 阶 数 子 行列 起 是 


а 41) 


ац wl Md И 
, 
Ast Go 


ЮК, Оп, пуд A p, 其 最 大 阶 数 子 行列 式 ， 当 men 时 为 
mgr, Si mn A nr 

其 次 , 设 4= Гаијьха, В = bylem ЗР mn, XI, 所谓 
A IHRE HC GERE SU. B 的 最 大 阶 数 子 行列 式 , 指 的 是 当 且 仅 
当 А 的 最 大 阶 数 子 行列 式 列 的 编号 与 В 的 最 大 阶 数 子 行列 式 行 
HAE- SA Ыы B 中 对 庶 的 最 大 阶 数 子 行列 式 。 

ий 


E 
an anl ац аа 


a aa ba ba 
A -[ пз ба "| B=|bn ba 
Әз ©з Gb; bs bas 


шы "шк 


Qa Әу [73 

就 是 及 与 BB 中 对 应 的 最 大 阶 数 子 行列 式 的 一 例 。 

VA EXE XE SUN SERI, 

定理 7 БА В Лб, ny HER Qn, m) Ape, d 
mn, WLABISICP А я В rp BUSCK EPRCP TRADE ST 
的 总 和 (Binet-Qauchy 定型); 假 如 mo» n, JU SUL BE UST ERG, 
|AB| «0, 

例如 

*273。 


b. Baa) 


Jm ume 


baa 
ba b. 
b, bas 


Gs Gas 


@ 0а 


+ 


Qan Gog 


根据 Binet-Cauchy 定理 ,有 
推论 1 H A BREDE, M 
|AB| = 141-18] 

此 外 ,定理 7 中 ,假如 mon, 则 |4B| =0。 这 点 可 证 明 如 下 。 

现 设 
mou» B 

A,-LA: 0] B,=| 
[ 0 ] 
0 表示 零 矩 阵 。 由 于 AB = ALB, ЕБІ 与 定理 5, 得 

|AB| = |А,В,| = |А,|-|В,| =0.0=0 


[11 矩阵 的 秩 


щот, 08e А жн, ЖА ПЕРИ, EFAA 
式 不 为 零 的 那些 子 行列 式 的 最 大 阶 数 叫 做 A ВОК (тапк), HA 
жй, HER A BU r 阶 子 行列 式 中 存在 不 为 零 的 子 行 列 式 ， 而 
(+1) 阶 以 上 的 所 有 子 行列 式 为 零 时 ， 就 把 "叫做 A Mg, A 
BRU 7(4) 表 示 。 

与 本 书 内 容 有 关 的 秩 的 定理 陈述 如 下 。 

定理 8 在 (mw, ун: A h. mA fi Eh P Fer DT 
景 大 行 数 及 ”个 列 商量 中 线性 独立 的 列 的 最 大 列 数 都 等 于 *(4)。 

* g14- 


ЖО 对 于 (m, E А, п-т(А)уш А fr s BE 
(nnllity)。 有 零度 等 于 构成 齐 次 线性 方程 组 АХ = 0 的 解 的 线性 空 
癌 的 元 (基本 解 的 个 数 ?。 

上 述 定理 可 由 定理 14 得 出 。 


[8] ERKIDE 


ЗНАО XE X ISGRETS SO 8 i TERRORE UR, ME 
HAERE. DISC, ИЛ T ЖЕКЕ AEREE TUI ЫШ 
单 变形 ,从 而 决定 秩 的 方法 。 

这 种 方法 包括 下 列 六 种 处 理 方法 ,叫做 矩阵 的 初等 变换 。 

(1) 任意 两 行 互相 置换 。 

(2) 将 任 一 行 冬 以 常数 , 即 该 行 的 所 有 元 素 乘 以 非 零 常数 。 

《3》 某 行 的 常数 借 , 加 到 其 他 行 上 。 

(4,05), COPIER IB OD , (22 , COR I] BOXE. 

经 过 初等 变换 后 保证 秩 不 发 生变 化 的 定理 是 : 

定理 10 对 矩阵 施行 初等 变换 后 所 得 的 矩阵 跟 承 来 Р ВЕ 
是 同形 式 的 , 且 具 有 相同 的 秩 。 

洲 将 这 个 初等 变换 继续 不 断 地 进行 下 去 ， 最 后 就 可 使 矩阵 成 
为 下 列 形 式 中 的 任 一 种 。 


т ЖШ ЫЕ, U, de n 阶 单 位 宕 阵 [ 式 ( 附 1.6)]。 将 初等 变换 
使 用 若 于 次 ,使 对 角 线 元 素 乏 渐 都 成 为 1 的 变换 方法 凯 做 消 元 法 。 
191 逆 短 阵 
den GARR ЗН ЭС Y НЕ E Eia 
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mk n МЕ, и О, XR. Hl 
% 列 


— 
1 0 
“| А 1. | (H 1.6) 
ma 


Hon 阶 方 阵 A, SER AY=YA=U, 这 样 的 人 na 阶 ) 方 阵 
Y 在 在 时 ,Y 就 称 作 A Үй ЕНЕ. Vk 了 用 А 表示。 对 于 nw 阶 
Яй А, Au АЖО, 由 余 因 子 。 以 这 样 的 余 因 子 作为 元 
KETA 阶 正 方 ) 矩 阵 就 叫做 上 的 伴随 矩阵 (adjoint matrix of 


А), 
lu Em 5 А. 
ае 4 M A (1.7) 
А. Á, ++ Ам 
REEL 中 式 ( 附 1.4) A 1.5 818231 7 ,有 
141 o 
АА=АА= А 1A] _ =|A|U (ii 1.85 
` [A] 
假若 | [0, 便 可 像 下 面 那 样 定义 Y. W 
А. An EM 
ТАГ ТАГ 7” ТАГ 
Y= EX Am = fir ( 附 1.9) 
Á. Ån А, 
ЇАГ TA] ТАГ 


由 于 AY - Y A-U,, Bj Usu X, ОНТОО Y oy A 
KREM. HOETA, NUR [AL 90, p А RERET. IAE 
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ЖЕЙ, ЖУ Ш AY = Y A-U, ЕИ, 
ТАУ [= 1Y A| - |A|- |Y| 2 |Ү|-]А| 
=10,|=1 

因此 |A| 70 
出 此 得 下 述 定理 。 

定理 11 当 且 仅 当 |41*0 np, АЛИ. ара 
全 可 以 由 式 ( 附 1.9 ) 决 定 。 

ALAO RRR, RETE ERG САН ВЕ, mM IERI CIESHROAE 
We(nonsingular matri)。 而 如 果 141= 0, 就 说 A 是 奇异 的 (sin- 
gular), 


[10] 线性 联 立 方程 组 
一 般 的 线 狂 联 立 方程 组 可 每 成 下 面 的 形式 ， 


04424, ay, + Ө + daa. =b, 
Н (1.10) 
Gets t moa RET = Бау 


Ж, m ЖШ, ”代表 未 知 数 的 个 数 。 现 在 若 令 


Wu du rH as а; b, 
A=|% Un cU 3L Xa mj Zh 
бш бы се аы 2 bn 


WAM 1.10 ) 可 改写 成 下 式 ， 
АХ=В (HE 1.11) 
АДЖЕ. DOT 1.11 ) 成 立 , 即 解 存在 的 充 要 
条 件 由 下 面 的 定理 给 出 。 
定理 12 ”使 联 立方 程 组 AX = В 有 解 的 充 要 条 件 是 , ЖОН 
阵 及 与 增 广 系数 矩阵 (aagmented matrix) ГА : 8] 具有 相同 的 
牧 。 这 几 的 证 明 用 的 是 消 元 法 (或 高 斯 消 元 法 ) ， 这 个 方法 对 利用 
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计算 机 等 解 实际 的 联 立 方程 组 也 是 有 效 的 。 

СИНИ 设 联 立 方程 组 AX - B=0 由 % 个 线性 方程 式 与 和 
个 来 知 数 组 成 。 从 m. Barir, m, 中 选 出 适当 的 变数 z, 将 o, 的 
系数 不 为 零 的 线性 方程 式 排 在 办 个 方程 式 的 最 前 面 ， 并 且 如 有 必 
要 ， 可 变换 变数 的 顺序 。 把 z, 及 其 系数 变换 到 方程 式 最 前 面 位 
置 的 那些 项 重新 排列 。 用 wu 的 系数 去 除 它 所 在 的 方程 式 ， 并 从 
铀 下 的 (wm 一 了 个 方程 中 消去 wm。 

А, O- 1 个 方程 中 ,适当 地 把 变数 mu 的 系数 不 
为 零 的 方程 式 作为 第 2 个 方程 ， 如 有 必要 可 变换 变数 的 顺序 ， 将 
Ts 及 其 系数 置 于 方程 式 最 前 面 的 位 置 。 用 ou, 的 系数 去 除 该 方程 
式 ,从 第 一 个 方程 式 及 第 三 个 往 下 的 所 有 方程 式 中 消去 m 

将 这 种 处 理 方法 继续 进行 下 去 , 即 可 得 到 如 下 的 线性 方程 组 ; 
=, E быы пао E Ottin 0, = 0 С 


ЕЯ Open, brem Oum d, = 0 


Dat бы Дш еннен нө m 


-da= 0 


-4„=0 
(Àj 1.12) 


这 个 高 斯 消 元 法 ,不 过 是 前 述 的 对 A 与 LA : — BJ 的 初等 变 
R. Akii АНГА: — ВЕН, A 与 [4 : В] 
Ж, n Фу ka == 一 gw=0， 式 ( 附 1.12 ) 有 解 。 换 言 
之 ,假如 及 与 [4 : B1 的 秩 不 同 ， M- dua бау, = d, 中 至 
少 有 一 个 不 是 0 。 

A-A M, BUR UR 1.12 29836, M- deu, ~ dets n, 
7d. 中 也 至 少 有 一 个 不 是 0。 因 此 ,这 种 情况 下 ,4 与 [4 : - B1 
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是 不 亲身 的 [证 明 结束 1]。 

对 于 联 立方 程 组 AX = 如 ， 假 如 满足 这 个 定理 ， 则 在 式 《 附 
1.12) 中 ,内 要 适当 给 出 а, Dinas uL КИН, ma, Sass ma E 
自动 地 确定 .这样 一 来 ， 所 求 得 的 值 oa， Dasty eurn, Wi 便 
Ж AX = B 的 解 。 

在 式 ( 附 1.10 ) 中 , 当 mo ^ 时 又 将 怎样 ? 假如 rA) <m, W 
和 前 述 一 样 ， 所 以 ТА 0, MAR r(A) =m, JU HT АМ 
LA iB] 的 秩 自 动 相等 ,显然 解 是 存在 的 。 同 时 ， 根 据 141 交 0 时 
А 存在 ,可 得 解 为 

Х=А—В (81.13) 
并 且 解 是 唯一 的 。 

现在 ,把 A ñ j 20210 В 置换 后 所 得 的 第 降 设 为 A 

ЫА 


PE 
Amy as = 5 РА “J (QE 1.14) 
PE PR 
Ef li DE; 1. m 


定理 13 CAEBHEADUBUTDCIATRGLOR 1.11) WREE 
йя n DEYEL A 0, 则 方程 存在 唯一 解 并 由 下 式 给 出 。 

sl genmzm (Жїл) 
这 个 公式 ,如 用 式 ( 附 1.9 ?的 了 {ЖОШ 1,19: АУ, 由 定 
理 6 便 可 证 明 。 


гил 齐 次 方程 组 


联 立 方程 的 特殊 情况 
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Sent (1,2, n) @ 1.16) 


B AX =O MERKAR, KANER H moo 
0 前 平凡 解 。 按 照 定理 12 的 证 明 过 程 ,可 得 定理 14。 

X39 14 济 次 方程 组 ( 附 1,16) 具有 平凡 解 以 外 的 解 的 充 要 
条 件 是 nCA) «n, IRL A] = 0。 

因此 ,根据 消 元 法 (在 АХ = 0 的 情况 下 , 式 ( 附 1.12)? 中 本 = 
号 =…= 如 =0), 若 在 ”个 未 知 数 中 ,适当 确定 n— 7(4) 个 未 知 数 
CGEM TA) =E, US uus ny т КИН, BRAF CAD. 个 未 
知 数 (V4，w4，… 86) 的 值 便 确定 了 。 从 而 得 出 了 定理 9 ШЕШ, 


1121 向 量 的 线性 独立 


假定 给 出 天 个 吧 项 商量 A, А, Дь ШЕФ О, о, 

е, ee 全 部 存在 , 且 . 
в,А,+е,А‚„+ oA, = 0 (1.17) 

RAR AWH 0 代表 会 部 元 素 都 是 0 的 各 项 向 量 )， 这 些 局 TE 
Ais Аа, Ar 是 线性 相关 的 。 当 不 是 线性 相关 时 ， 就 说 是 线性 
独立 的 。 即 ,所 谓 А,, 4,,…，As 是 线性 独立 的 ， 就 是 当 式 〈 阶 
1.17) 成 立时 ,总 有 am= в, =, ma = 0, 

下 面 的 定 狠 是 考察 向 量 的 独立 任 的 重要 定理 。 

定理 15 个 w 项 向 量 А,, A... Ar 为 线性 相关 的 充 要 
条 件 是 ,以 给 定向 量 作为 列 的 矩阵 A= LA, А, … АЛЫК 
Fh, 而 个 mw 项 向 量 为 线性 独立 的 完 要 条 件 是 7( 有 4) =b, 

[证 明 ] 让 我 们 考虑 式 ( 附 LI. PRW 1.17) 政 写 为 


6, 
[A Ao Е (Bj 1.18) 
% 
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Wu 4C = 0 相间。 这 里 设 C Ш а, е, в, 作为 元 素 的 列 
商量 。 如 果 无 个 向 量 是 线性 相关 前 ， 则 根据 定义 在 as cs,…， о 
中 至 少 有 一 个 不 为 零 。 而 A4C =0 是 齐 次 方程 , REAME 
т(Ау<®, EZR rA) <Б, Ду AC =0 存在 非 平 凡 解 ， 所 以 
01, 03,7, б 全 部 不 为 0。 故 这 些 向 量 是 相关 的 。 

用 完全 相同 的 方法 ， 可 以 证 明 向 量 为 线性 独立 的 充 要 条 件 是 
r(A) =k, 


А Wez 排列 与 组 合 
Un 排列 


从 含有 于 个 元 素 的 集合 中 到 出 了 个 元 素 按 顺 序 排 列 ， 这 样 一 
种 排列 方法 ,一 般 就 叫做 排列 。 这 种 情况 ,准确 的 说 ,可 做 "从 由 
个 元 素 组 成 的 记 合 中 取出” 个 元 素 的 罪 列 ” Cpermutation)。 在 集 
合 中 的 所 有 元 素 都 不 相同 的 情况 下 , 便 叫做 从 各 不 相同 的 n 个 (元 
ЯН т AWHEA (an r-pormmtation of n objects), défi 
个 排列 数 交 示 为 na 已， 则 愉 ” 个 元 素 中 拿 出 一 个 放 于 一 列 的 最 前 
面 位 置 的 放置 方法 共有 个 ,在 第 二 个 位 置 上 有 (On~ 1 个 放置 方 
法 。 这 样 继续 作 下 去 ,在 第 了 个 位 置 上 有 n- (т-1) 个 放生 方法 。 
因此 
аР, ета D-«(n- (071) ( 附 2.D 
PAM n HAR nzala- 1) 2-1, RISRCRE 2 D SRI 
aer (CERS 
KEMM nP, =n 
BRE n 4303045 ЖН, H Belli r ИТТ 
ЗАК, SUE, ЖБ ЖИВУ a =l, 2,6, т), 
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di E rne d enu 
n 


Pn aid 


С 2.3) 


I2] 组 合 


从 食 有 ?个 元 素 的 集合 中 ,不 考虑 怎样 的 顺序 ， 取 出 了 7 个 ,这 
样 一 种 到 出 方法 叫做 从 该 集合 中 取 雪 了 个 元 素 的 一 个 组 合 Com- 
bination)。 把 从 各 不 相同 的 m 个 元 素 中 取出 了 个 的 组 合 数 表 示 为 
nO, JU 


nP, nt 
ағу (i 2.0 
另 一 方面 ,根据 二 项 式 定理 ,有 关系 式 
(а +b)" = > nO, a" "o 
著 取 w=5=1, 则 可 得 下 面 的 等 式 ， 
nO, + nO, NO, = 27 СЮ 2.5) 


Шз 布尔 代数 
UD 布尔 代数 


所 谓 布尔 代数 (a Boolean algebra) ,定义 为 集合 S= (m, у, 
t, JES 上 定义 的 两 种 运算 * +” 与 “满足 下 列 四 个 公 现 。+ 
与 "不 是 通常 所 说 的 加 法 和 乘法 ,这 种 运算 的 结果 仍然 是 5S 的 元 素 
EBR. 


*1 例如 电子 通讯 手册 。 
E. J. MeClusky: Introduction to tho Theory of Switching Cireuits, 
MeGraw- Hill, 
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公理 1 


MN Guido 
公理 2 
m(y*z)zs.ytmz CAD 
S yz-(s.y)(Qeku) 
公理 3 
对 于 + ЖЯ, ,分别 存在 单位 元 0 和 1, 对 所 有 的 "ES 有 
О+шт=ж 
1+ш=® 
公理 4 
对 于 人 的 各 个 元 素 , 存 在 补 码 (complement) z € S, 使 得 
ш+й=1 
并 且 
m. = 0 


根据 这 四 个 公理 ,通常 可 导出 如 下 常见 的 定理 。 
й+д=®, 40=4% CRAB 
w+tl=1l, wv:0=0 
[c Li 
2+2-у=2, z(sry)-z OREP 
®+ (ужа) = (аъ) +, a.Qei)p-(mey)c 《结合 律 ) 
Gxyberd,  (Gu)-6£2 (Р. НИШ) 
用 布尔 代数 定义 的 集合 ,不 论 是 有 限 的 还 是 无 限 的 都 可 以 ,不 
过 妨 仍 是 由 {0,1} 两 个 元 迪 组 成 的 两 个 状态 的 布尔 代数 ,在 开关 电 
路 中 ,把 + 和， 对 应 于 或 门 (OR) 电 路 (好 辑 和 ) 和 与 门 (AND) 电 
路 (逻辑 积 ) 的 情况 是 很 多 的 。 还 三 , 补 码 Z {ШШ z RIE 
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[21 模 2 算 法 


在 {0,1) 集 合 中 ,具有 + 和， 运算 的 代数 中 ， 和 (+ ) 与 积 (。) 
的 送 算 成 为 下 列 所 示 。 

ICE), 0+0=0, 0+1=1+0=1, 1+1=0 

# +), 0+0=0, 0+1=1s0=0, 1*1=1 

在 上 面 的 运算 中 ,除去 1+1=0 И, ULT БИЯ {ЕЖОВ ROI ES 
与 条 法 。 还 有 ,必须 注意 在 两 个 状态 的 布尔 代数 中 1+1=1。 
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习题 详解 


9—5* 


[1] 如 解 图 1.1。 
[2] 把 各 个 了 用 项 点 表示 ， 殷 比赛 用 联接 两 顶点 间 的 边 Ж 
示 。 由 于 联赛 是 循环 赛 ,所 以 形成 像 解 图 1.2 那 祥 的 完备 图 。 


A 


А c 
解 图 1.1 性 子 限 的 线 图 表示 MALZ ENARE 
Із] 设 六 个 队 为 4, B, 0, D, Е, Р, 联赛 的 图 如 解 图 1.3 
《a) 所 示 。 落 把 这 个 问题 用 图 来 分 析 , 岗 所 调 同一 个 队 在 一 天 之 内 
不 许 比赛 两 次 以 上 ,一 天 之 内 进行 三 场 比赛 ,就 是 从 联赛 的 图 中 选 
出 3 条 边 ( 子 图 ), 且 6 个 顶点 中 每 个 顶点 仅 与 1 条 边 联接 着 (这 种 
处 理 方法 诈 敌 图 的 分 解 (factorization))。 消 足 这 个 条 件 的 3 条 边 
的 选择 示 于 图 (b) 一 图 (f。 由 此 整个 比赛 日 程 可 安排 如 下 ， 
第 一 日 第 二 日 第 三 日 第 四 日 ”第 五 日 
4B FA EB DB Eg 
OD | BO 04 ОР DA 
EF DE FD AE ЕВ 


12] 


И» di 15% > das 
y рч C B— o 
"EO 


ө) 


5 
а 


ЖЕ 1.8 


E4] 把 三 个 玻璃 杯 中 乳剂 的 量 仿 次 用 S000m*, 500em", 
мез Мера ел, Or ARA, Du, SOEUR 


3228290800, 0，0), 合 入 乳剂 的 操 
作 完 毕 就 变 成 另 一 种 状态 。 如 果 将 这 
样 的 状态 对 应 于 顶点 ， 将 状态 的 转变 
对 应 于 有 向 边 ， 将 全 部 可 能 的 状态 
ELS LE LP LEO MEE А 
(800, 0, 0) 到 最 后 目标 (400, 400, 0) 
的 状态 的 最 少 注入 次 数 ， 就 可 根据 能 
[zc ОЛ die vi Mp 
得 。 可 能 的 状态 为 下 列 16 种 。 

(300, 200, 300) 

(600, 200, 0) 

(600, 0, 200) 

(0, 500, 300) 

(700, 0, 100) 

(700, 100, 0) 


(800, 0, 0) 
(300, 500, 0) 
‹500, 0, 300) 
‹500, 300, 0) 
‹200, 300, 300) 
(200, 500, 100) 


e0000 


Ф (400, 100, 300) @ (100, 500, 200) 
@ (400, 400, 0) @ (100, 400, 300) 

TRES 1.4 表示 了 状态 转变 情况 ,此 时 ， 最 少 操作 次 数 是 7 次 ， 
иФ»®ә@—-»®—@-—э@-—@-э4ф50 ЖИ 12, РЬ, 
还 可 再 考虑 回 一直,@ 一 团 ，… 等 有 向 边 ,但 都 增 吉 了 氛 作 次 数 , 故 
将 它们 略 去 ,这 个 图 没有 表示 所 有 的 状态 转变 情况 。 
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[1] 像 这 样 的 图 ,在 任何 两 个 顶点 间 都 有 边 , 故 是 完 甸 图 。 设 
可 能 的 最 大 边 数 为 5, 则 任 一 顶点 的 次 数 都 是 (n7 1)， 所 以 按 式 
《2.11) 得 28= an 一 TD。 

[2] 设 f 的 P 个 连通 片 分 别 为 Gi Ode o), GUB w ЛД 


点 。 根 据 本 章 题 [11， Ө, 可 能 的 最 大 边 数 是 Dos - 1)， 所 以 G 


的 最 大 边 数 = SiL eu 0)。 现 在 , 设 p 个 连通 片 中 有 p- 1 4 
是 孤立 点 的 图 为 G B n =n e onu =1,„=л- (0-1), RE 
б, 的 最 天 边 数 o nm, D) e pt p, RURY 


察 父 中 不 是 孤立 点 ,而 至 少 各 有 两 个 顶点 前 两 个 连通 片 G, 和 G;, 
这 里 令 1<m&my。 车 设 G 的 顶点 减少 一 个 ,Gi 的 顶点 仅仅 增加 
一 个 的 图 为 G, 显然 G^ 的 可 能 的 最 大 边 数 >G 的 最 大 边 数 。 由 
此 可 知 ,党 将 这 个 作法 继续 下 去 ,最 后 G。 就 具有 最 大 边 数 。 

[31 出 定义 ,7(G) =љ- р, n(G) «b r(G) -b- no, W 
将 她 的 性 意 边 用 串联 的 两 个 边 置换 后 所 得 的 图 为 G^, mp G^ 的 顶 
点 数 及 边 数 分 别 增加 一 个 ， 连 道 片 数 没有 变化 。 所 ОШ 0067) = 
(п+1) - e, В 0(G^) =(Б+1у—т(Ө/у=б-зър=п(б@), 零度 
不 变 。 同 样 ， 著 将 好 的 串联 的 两 个 边 用 一 个 边 置换 后 所 得 的 图 设 
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A E, 00) (n-1)—p, (O) = (В—1)-+(@*у =n(G), 

мі важе RAN Р ЖОЛ, ИШ 6438 dd HG. (< 
XO BUR, я Ө, 的 顶点 数 与 边 数 分 别 为 mu, б, 则 (GD =n — 
1, GD =b- (G), FE 


" 
л 


21—090 = Ў оч-1) = Quern) pun ре г(@) 


ME = (hit bgt e b) - (GO) САРИ 
+#(@,y)=b— (n- p) 5 n(G) 


Lei 设 有 个 顶点 的 连通 图 为 9G。 假 刘 在 各 中 有 网 路 ,就 将 
回路 的 茶 一 条 边 去 掉 , 这 种 处 理 继续 下 去 ， 站 到 没有 回路 为 止 ,最 
后 不 论 去 掉 负 条 边 都 成 为 不 连通 的 子 图 ,以 色 表 示 。 人 是 有 靖 个 顶 
点 ,没有 加 路 的 连通 图 。 让 我 们 用 归纳 法 证 明定 有 (nm 一 1) 条 边 。 当 
儿 有 砚 个 顶点 时 是 最 明显 的 ， 因 此 ， 假 定 多 在 有 Cm 一 二 个 顶点 时 
成 立 。 由 外 去 掉 一 条 边 记得 到 的 两 个 连通 片 中 ,依据 假定 ， 分 
HAM- 1), C, — 1) 条 边 。 使 多 揭 过 恢复 到 原来 的 状态 ， 便 为 
(nim 1) (n -—1)+1= (n +n)—-1l=n-1, 

[61 假设 在 具有 个 顶点 的 连通 图 的 两 个 顶点 闻 , 存 在 这 赚 
的 顺 行路 线 。 因 此 ,只 要 考察 在 具有 (n+ 了) 个 顶点 的 连通 图 上 , 适 
当 的 将 一 条 边 短 接 后 所 得 的 图 的 版 行路 线 ， 然 后 将 被 短 接 的 边 恢 
DE S LIBE EI ME TP I EET 
《第 三 章 )。 

171 设 平面 图 多 的 任意 两 个 区 域 为 f, 方 ， 其 对 个 图 G 中 
对 应 的 顶点 为 wp оу, EARRA 出 发 ， 依 次 通过 相 邻 的 区 域 ， 
应 议 能 到 达 区 域 fs 因而 通过 根 邻 区 域 的 边 为 cyes…yep。 在 G* 
Б.Я es ehre, ef, 则 QU, р, 0D 是 从 
o BRAZ o 的 边 的 序列 。 这 些 2 个 边 不 必 是 全 不 相同 的 ， 因 
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亚 , 很 明显 ,同一 条 边 可 以 通过 两 次 ,从 而 在 这 个 序列 中 ， 在 o, 与 
о 之 闻 存 在 路 径 。 
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[їз 用 时 纳 法 米 证 明 。 显 然 , 5=1 时, n=2。 设 5=m 时 ， 
m=n-1 成 立 。 当 5=m+1 时 ,* 潜 把 终点 及 联接 在 终点 上 的 边 去 
掉 , 便 是 5=m 的 路 径 ; 若 在 此 路 径 中 把 去 掩 药 边 重新 联 搂 上 ， 就 
成 为 边 与 页 点 都 增加 1 前 路 径 ， 所 以 边 数 = 吧 +1= (n~1)+1= 
(n+1)- 1, 

523 (1) 把 属于 V, BW AUR Qu, оъ) 2068463865 
(0103) (9,0,) (02.9). СИЛ) (Е 1) 代表 边 ， 则 路 
TESORO Qe o 的 端点 w%， 根 据 双 图 的 定义 ， 有 o,€ 了 ss 对 
TOSS) o € V,, И o EV。 按 这 个 方法 反复 进行 下 去 , M 
vy. Ey,。 容 易 明白 ,这 个 路 径 的 边 数 是 偶数 。 

《2) 同 样 能 够 证 明 , 故 省 略 。 

[3] 对 于 这 个 割 集 Ө, ЖАИ ERU 4, j, 所 以 人 了 包含 
T G-@ 的 一 个 连通 片 内 。 因 此 , 这 个 子 图 是 连通 的 ,在 训 了 之 
WERE 了 ， 当 然 在 这 个 连通 片 内 不 包含 Q@& 的 边 ， 所 以 P00Q= 
£g. 

L4] 设 55j 之 闻 的 路 径 为 了 ,P 中 一 条 也 不 包含 @ 的 边 , Bg 
使 从 中 去 掉 @ 的 所 有 的 边 ,在 6,j 之 疗 不 包含 @@ 的 边 的 路 色 P 也 
存在 ,因而 人 @ 成 为 不 分 割 多 了 间 药 割 集 , 这 与 前 提 条 件 相 矛 盾 。 

L6] 当 图 不 是 连 表 的 情况 时 ， 只 要 对 于 其 中 的 一 个 连通 片 ， 
以 下 的 议论 适用 就 行 了 ， 因 此 假定 加 父 是 连通 的 。 设 侠 的 任 -- 顶 
点 为 Oo ЖАНА QCv;)， 则 得 到 孤立 点 v4 及 了 
图 ,于 是 连 遂 片 至 少 增加 一 个 。 销 车 这 个 所 得 到 的 子 图 是 注 道 的 ， 
ЖЖ 84o) 就 成 为 最 小 的 制 集 。 如 果 从 G 中 去 掉 Qo Us, 
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中 去 {or} 之 外 ,还 得 到 像 解 图 3.108) 那 祥 的 连通 片 HL, Haven, 
Hi ШААН H, Qj) 的 全 部 顶点 为 2/。 车 把 o, 与 连接 


EA y 
(в) жане (b) G- E(( x B) 
解 图 3.1 

9, 的 边 的 集合 表示 为 如 ({or}x Q), Wl 

Өш) = EUU) X Q0 UEQS x Q,)U LU EQvy x Q9 
dnd A Gh dde EQ x 2.), 就 成 为 图 (bP)， 所 得 的 图 的 秩 仅 比 
GRP Y, B. EQ) x 介 ,) 是 极 小 (如 果 不 是 极 小 ,就 与 TT, Ж 
通 的 这 一 点 相 违背 ,所 以 这 个 边 集合 EUn) жа, 
BRE, EQo x R), ENX Q, REGAR, HEZK 
不 具有 共同 边 。 故 QLw) 是 互相 没有 共同 边 的 几 个 割 集 的 并 集 。 

[61 设 完备 图 Go 一 般 具 有 % 个 顶点 w Kin, n>) AF 
Аа ЗВ боо), ТУА w 及 由 Cn 一 1) 
ATUS, Vasy Pica, Os n) 组 成 的 完备 图 。 如 果 QC 
的 边 即 使 留 下 一 条 ，G。 记 不 能 分 成 两 部 分 ， 所 以 QUO IECIT 
不 能 把 G, 分 成 两 部 分 , 故 Ө, 的 任 一 关联 集合 是 割 集 。 

t7] 如 果 把 G 的 爹 部 顶点 适当 地 分 成 四 个 互 质 的 子 集 
CED) Qa, Ro, Ro, О, ML Q= RU OU Q, UQ, H 00,90 
(PAg, p, q€ (a, b, o, Фуу ER Q, U Q, 的 顶点 与 о O, 的 
顶点 的 边 ,可 作 如 下 分 解 ， 

КЕҢЕ ЛЕРИ 

= (Ох 2) U EQ x QO U E(Q,x Q, U EC, x 4) 
+2840, 


= EOX 0) 图 再 (0ex OBE Dx ADDE Оц) (1) 
WR, 

ERa Q X Ra U Q) = ERa X Q.) ЕСО X ОЬ) U 

EQ x Q) = E(Q,X RDE x RODER XQ) (2) 
在 解 图 3.2 中 ， 设 两 个 不 同 的 割 集 ` ° 
为 Qus ©, 


Qa 5 ERa U Rra X Ras U Rar) 

Qa = E (Qu UQ, X 2,1 U Raa) e 
X8 ,0- Ra U Ria U O, U Raa H Ky 
UERGE as О, Qu, Ro) EE. i 
质 的 此 时 ,用 式 (1) DRO, fnUgsUgaU95-9 
并 加 以 整理 , 则 有 解 图 8.2 

QBY = E(Q,, x Ara) DEn x Оу 
ФЕ(0,, x 2,0097 (2,, x Q4) (3) 


在 БОО, x Q4), E(Q. x Q4), E(Q,x 0,5, E(Q,x Q4), 
ЖЕГИЛЕ S 30 H ЗЕҢ, 所 以 如 果 设 08,= OU Qu, WIE. 
起 成 为 
0,@О,= BD U Q,,x QU Ara) = B(Q,x 20) a) 
证 我 们 用 以 上 的 预备 性 内 容 来 证 明 式 (3.2), Баж 
点 gr 9, Das ЖОВТА, 0.=ф, Quin, ә", 
1), Qa = (0), Qa = (opas nt, Paho 
由 式 (4) 
K(Q,,U Q. X Ry U 0,00 (Q0,,U Do x Q4U Qaa) 
= EQ, Vay X 053,9, 98 PO EQ) 
X (9,95, 7,91 a Pha, tn h) 
= ERa U Raa X An U Ria) 
ES COTEI I X 01,9 rnm 
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LOSLEM NY] 

ЕҶоух {DEU} x (6M) = EQ o Y £0, 9) 
从 此 ,如 果 一 般 地 设 Fm, fU el, 2,-, 11 的 情况 ， 则 
得 

EQ) x G9 )EQ x {07D BE {on) x (Y) 

= EQ, 04, Dm} X (01,95, 99) 

181 Алуа ”个 顶点 @ 分 割 成 两 个 互 质 的 子 集 Q., 
OU О = 22) 的 组 合 数 就 可 以 了 。2: 的 顶点 数 为 1 个 的 情况 ， 
2 个 的 情况 , …，(a-~ 1》 个 的 情况 ， 所 以 六 数 为 nO, + aO, +… + 
MOni = (nG, + nO, + e +n, О) — (0, + nO) = 2"— 2, 这 
里 ,省 于 同一 分 割 被 包含 两 次 ,所 以 实际 上 是 (2*~ 2)/2= 277 - 1, 


193 а b od e fy 
1-1 1 1 0 0 0 O 

210 0 1 1 1 0 O 

4-3]1 0 0 0 0 0 1 

4(0 0 0 0 13 1 1 

5-0 1 0 1 0 1 0 


[10] Q,-QQ) = а, b, о} 
Q,5Q() = te, d, е} 
Q,5Q) = (a, д} 
Q,-Q(4) = te, f, 9) 
Q,- QC) = (6,8, f) 
QERDA) = (z, b, d, в} 
Q, 2QUXYQU) = (5, e, 分 
QUDA = (a, b, е, е, f, д} 
Q, = 902900603) = (z, е, d, е, д} 
Q. = Q(Q0QQ) = (c, d, f, ду 
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©, = @(3)@@‹4) = (z, е, f) 
©һ=@(1)@®‹2)@®@(3) = 0, d, e, д} 
„»=®@‹1)@@(2)@@(4) = (a, b, d, f, 9) 

Qs = QO)QU»6QU) = {b, о, е, f) 

Qs = QO19QGX9QU) = (a, e, d, f) 

Q,, - QQXQOX9Q9(X9QOU) = Q(5) 
ЭЯ RE 0, Qu, Qu 之 外 ,全 部 是 人 的 市 集 按 
3.4 S ry , 割 集 矩 阵 是 容易 得 出 的 , 故 予 以 党 略 。 

Du] 设 对 应 于 (Anl 40 的 如 的 最 大 阶 数 子 矩 陈 An 的 子 
Жз Н, BAEAN- 1) 条 边 和 个 顶点 。 如 果 五 不 足 连通 的 ， 
出 巨 的 秋 <n- 1,5 HHR = A, BUCH n- DRTE, UG, H 
是 连通 的 ,根据 定义 ,五 是 衬 。 

[2 基底 割 集 矩阵 为 

& b е d e fJ h 
Sr-1.0 0 1 0 1 0-1 
Si 0 1-1-1-1 90 9 0 
Sj 0 1-1-1 0-1 0 1 
SL o 0 1 00 0 1-1 


a b cd e f д h 

QD-1 0 0 1 10 0 0 
A- QQ) 1-1 1 0 0 90 0 0 
Q3») 0 1 0-1 0-1 1 0 
QGY. 0 0-1 0 0 0-1 1 


-1-1 

D= о 0 
0 0 1 1 
0 0 0-1 


E13] 57 种 。 
мІ Ватт ЬШ. АА G, D Ж 


Дамы. Wit, G, D ЖЖ = S Ga) Дз о 关联 于 项 
点 和 时 ,am=1 或 -1) 因 而 (co)*= A È aa RRF 


ARI RR. T 0, р Ge p = $} antas 对 于 бал, 
只 有 当 边 a 与 顶点 š, J 都 关联 时 ， 才 有 sn=l аке -1, 或 
pm= ~l, qa ml,  арйье-14 除 此 以 外 ， 所 有 的 aama = 0。 
所 以 
六 soon - (关联 于 顶点 š, j 的 边 的 总 数 ) 
[153 只 要 求 出 由 ”个 顶点 构成 的 完 务 图 的 树 的 总 数 就 行 
了 。 将 完备 图 的 记 有 的 边 加 上 适当 的 方向 ， 计 算出 14 就 可 以 
T, 现在 ,假定 顶点 o, 为 参考 点 ,利用 习题 14, 则 可 得 


oo 
v [n-i —1 < e —1 
v | -1 n-l, 

AA:= : ^ : 
ili i К 
Paa 71 1 < in-i 


ЖТНЯТАА!, WARREN, ИЖИ 1 行 还 是 从 第 
(mn 一 2) 行 等 各 行 中 减 去 第 (rn 一 1) 行 ,|441| 的 信和 都 不 变 (参阅 附录 
1.8), 所 以 
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0 ^ 0 =n 
ТАА = 
0° 0 n -n 
-1 -1 -1 n-1 
其 次 , 若 把 前 面 的 人- 2) 列 加 到 最 后 面 的 第 "~ DAE 
n-2 
n 0 0 0 
оа 
[АА -| : -1 


因此 


| AAt| =m = 
[161 由 于 Q=DA (C|D| 0), 810 Q 的 正则 最 大 踢 数 子 
FARA ID]. 
ТОО: = 习 | 对 应 于 Q 和 О’ 的 最 大 阶 数 子 矩 阵 的 积 | 
= Ор) 


LT) 假定 G 有 5 条 边 ,网 [а о. жа 


als] PE 


B; LB, ] | IBA: BB; 
иж. 

АА o 
-| 0 вв}! 
=|AA:1.|B;Bi| 
=( 树 的 总 数 )*( 补 树 的 总 数 》 
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因为 精 的 总 数 = 补 树 的 总 数 ，| 2 | = | [sn 


[2 |- s ию 


[181 1 2 3 4 5 6 
[4 4 3 4 3 1] 
214 d 3 5 3 4 
r-33 3 4 3 8 3 
4|4 8 8 d 8 4 
5/3 3 3 3 d з 
sla 4 3 4 3 d 
gum 


Hj (1) 一 (2) 由 树 的 定义 得 出 。 

DD 暂且 设 树 包含 回路 。 此 时 尽管 把 回路 上 的 某 一 条 
边 去 扩 , 图 仍 连通 闭 且 有 n 个 顶点 和 (nw 一 2) 条 边 。 在 连通 图 上 ,把 
一 条 边 短 接 掉 , 顶 点 数 仅仅 减少 1, 所 以 ,车 在 这 个 有 % 个 顶点 和 
(n~2) 条 边 的 图 上 将 这 种 短 接 处 理 一 直 进 行 (n- 2), SUR NIS 
到 没有 边 而 仅 由 两 个 顶点 构成 的 连通 图 ,这 是 矛盾 的 。 因 此 , 酝 不 
TUN BIER. 

(G0) EUWBAT ONT Н, Hd b (21) 个 连 
WH H, ($=1, 2,..., E) HU, 各 个 Н.Ж 0 条 边 。 由 于 在 五 上 
BUR Bl BEDA H, 也 没有 回路 ,因此 名 个 H, 至 少 有 如 +1 个 顶 


Bo ЖИНДИ }] ая) = Geben) eb (9-1) 
+h。 因 为 1 及 个 顶点 ,所以 nn D en, p= 1, 
WO 假定 在 互 的 任意 十 个 顶点 之 间 , 唾 如 吉之 间 至 


少 存在 两 条 不 向 的 路 径 已， 已 。 以 顶点 + 作为 始点 的 路 径 P, 与 
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路 径 P, 相交 , 且 设 最 初 的 交点 为 %, 交 点 的 后 面 的 顶点 不 在 Р, 
上 ,而 在 P. E, ЕНЕ Р, 与 Р, 在 4 的 后 面相 交 的 顶点 设 为 2, 则 
н, 9 之 间 不 存在 公共 边 的 这 两 条 不 同 的 路 径 便 形 成 了 画 路 。 这 也 
就 是 说 ，27 中 存在 车 回路 。 这 是 矛盾 的 。 所 以 命题 (人 与 (5) 是 等 
і. 

OSD I PIEHIBIEBIWIA BUS ЕЕЕ — n p 
径 , 所 以 五 是 连通 的 。 然 后 用 归纳 法 证 明 五 具有 n- 14834, H# 
两 个 项 点 的 情况 是 最 明显 的 。 候 设 对 于 项 点数 小 地 а fü, Xn 
EMAD 1 这 一 点 是 正确 的 。 当 从 五 中 去 掉 任 一 条 边 时 ， 便 形 
成 两 个 连通 片 。 设 两 个 连通 片 的 顶点 数 分 别 为 s na, MARE 
X AERE H АИВ O- 1), (oa 1) 条 边 。 车 再 把 被 去 掉 的 边 
恢复 到 原来 的 图 上 ， 则 又 成 为 H, WRR- 1) + 《ms 一 1) + 
1= (m+n) -l=n-1, 

[21 《1)》 设 平面 图 人 的 回路 为 O= (6, es,…， 6), ЖЫ 
Gb O WJ ЗЛА] RERO ед, eho ер, 则 只 要 证 明 (6, 68,*…， 
9} 为 GX 的 制 集 就 行 了 。 

首先 , 设 加 的 内 部 区 域 为 户 ， 户 ,…， 态 ,对 应 于 这 些 区 域 的 G= 
RO аз, 08,066, Ogo ÆG OL m (1, б, е, SU 

FE(Q,x Q,)= (ei, @,+е, в} 
Ea, x 0,48) G*, RB @*— EO x 号) 至 少 肌 两 个 连通 片 组 成 。 
Mik, AA, x 5.) 是 割 集 或 互 质 割 集 的 
并 集 。 其 次 ,让 我 们 证 明 分 别 由 EO, x 
D, RE GA, x 把 ) 组 成 的 子 图 是 连通 的 。 
先 设 由 口 及 其 内 部 区 域 所 组 成 的 他 的 子 
图 为 HRE 4.1). Е(О,х Q,) 的 图 ， 
限 把 H. 上 0O 的 所 有 边 短 接 而 看 作 一 个 
点 的 图 的 对 惕 图 等 同 。 由 第 二 章 的 习题 


? 已经 证 明 , 对 偶 图 是 连通 的 , 所 以 EO, x 9,) 的 图 是 连通 的 。 同 
PEO хОу нау, МЕСО, x 0.) = (el ej, 20} 是 Ө* 
BAR 

(2) ERG ШОН Q = {, es,…， ep}， 则 只 要 证 明 对 应 于 
Cap 6,777569 的 9ЧИ el, ekpu, 6 为 回路 就 可 以 了 。 

当 如 为 连通 的 平面 图 时 ， 车 把 对 应 于 G 的 制 集 的 G* 的 边 依 
次 联接 起 来 ,就 形成 回路 ， 这 是 最 而 易 见 的 。 当 G 不 是 连通 图 时 ， 
只 要 利用 下 述 办 法 喜 可 以 了 , 先 作出 其 对 个 图 G*， 再 考虑 G* 的 
对 个 图 ,就 可 得 出 (G*)* HAERE НИК. 

[3] 由 于 连 道 网 拉 图 如 的 各 个 顶点 的 次 数 是 偶数 ,所 以 每 个 
顶点 至 少 关联 着 两 条 边 。 现 考 碟 从 如 的 任 一 顶点 出 发 的 通过 该 顶 
点 的 闭 边 列 Eo RATM, E 是 欧 拉 子 图 ， 所 以 E- E, 也 是 欧 
拉 子 图 。 如 果 Е- E еф, ВВ, dk E— E, 中 存在 内 过 
3j 到 。 将 这 样 的 处 理 继续 进行 下 去 , 便 可 得 像 E= Е, |} E,U --- U 
В, 那样 的 闭 边 列 (过 通 的 欧 拉 子 图 ) EE, e, E, (n1), E 
的 边 分 别 包含 于 个 闭 边 列 的 每 一 个 之 中 。 

其 次 ， 接 着 证 明 由 这 个 闭 边 列 能 得 到 一 个 包含 全 部 边 的 闭 
边 列 。 取 任 一 个 Ee E, 是 连通 的 , 即 至 少 有 一 个 另外 的 闭 边 列 ， 
这 个 闭 边 列 至少 有 一 个 顶点 是 公共 顶点 ( 设 为 00)。 在 闭 边 列 上 无 
论 从 哪个 顶 出 发 ,都 能 够 通过 所 有 的 边 而 回 到 原来 的 出 发 点 。 改 以 
E, 和 E, 的 公共 顶点 o, 作为 始点 , 先 通过 至 ， 的 所 有 的 边 ， 返 回 
到 op 接着 通过 E, 的 所 有 的 边 ,最 后 仍 能 够 返回 到 w%， 由 此 得 到 
一 个 通过 E, 和 E, 的 所 有 的 边 的 闭 边 列 。 进 而 ， 像 FLU E, 那样 
至 少 有 一 个 公共 顶点 的 另外 的 闭 边 列 ,在 EL, Esos, Bias ES, 
Has Bossi E, 中 至 少 存在 一 个 。 若 设 这 种 闭 边 列 为 Б, 
和 前 述 一 样 ,可 得 通过 EU E,U E, 的 记 有 边 的 一 个 闭 边 列 。 如 此 
继续 下 去 ,最 后 就 得 出 包含 А.Е, |) E, 的 全 部 边 的 闭 边 列 。 
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ГА 现 设 他 的 奇数 次 数 的 顶点 为 o, о, ЗЕ oi o, 之 闻 
联 找 上 新 的 边 eu, RU GU Gu) 成 为 殉 拉 子 图 。 由 本 章 习 题 [31 可 
A GU еи) 上 存在 包含 这 个 图 的 全 部 边 的 闭 边 列 。 而 且 对 于 
这 个 闭 边 列 ， 以 о 作为 始点 ， 最 后 能 够 通过 ew 返回 到 o, (为 什 
么 ?)。 车 从 这 个 闭 边 列 上 去 掉 or， 便 成 为 和 好 一 样 , 从 而 得 出 以 
o 为 始点 ,以 u, 为 终点 (或 者 相反 ?的 一 笔画 。 

[6] (a) Shin dgbohe fa, (b) Sim dabesfAgi, 

16] Hu, Н (z, d, 分 ， 则 可 得 独立 的 回路 集合 {w， 
d, е},{а, d, f), (d, g, c), (d, я, b), (a, d, g, PYRA ER 25 
BALARA I BERE RE Ba BO А С 25 个 ,进行 电 运算 就 可 
以 了 。 

L7]. 当 联 接 于 顶点 的 了 ,和 的 边 为 同一 个 边 时 ,在 P 
P, 中 顶点 ;的 次 数 06) = 05 当 联接 的 边 为 不 同 的 边 时 ，@( 人 = 2, 
FIRE, dO) SUE 0, 或 是 2。 假 如 P, ЯР, Ж 5, j 以 外 有 共同 的 
TAN, PGP, 对 于 б, 了 以 外 的 顶点 来 说 ， 所 有 顶点 的 次 数 都 
是 2， 根据 定义 , POP, 是 欧 拉 子 图 。 另 一 方面 ， PP 与 瑟 在 
$ 了 以 外 有 公共 顶点 五 的 情况 下 ， 在 POP, 中 顶点 大 的 次 数 
d(k)=4-2r, NOR n 是 在 联接 于 顶点 睫 的 边 中 Р, 与 P, 共同 的 
й. Æ PAP, 中 除去 公共 顶点 以 外 的 顶点 的 次 数 都 是 2。 因 
此 ,不 论 哪 种 情况 ,在 POP: 中 ， 顶 点 的 次 数 都 是 侦 数 《也 包括 
0), 所 以 РФР, WRR TE. 

[8] # B, 中 包 食 著 把 对 应 于 各 个 连通 片 的 基本 回路 抢 РЕ 
Вы. (1<4i<o) 作 为 子 矩 隆 的 下 列 基 本 回路 矩阵 Bro 

U, В, 

Bru 


ШЖ, (В)у>5В-%+р„ 8—7, p ^ XEXDT OG ЗЕ 
ЖЕЗ А, rA =п- p。 因 此 , 若 对 AB; - 0 应 用 西 尔 威 斯 特 
定理 , 则 有 
0б=т(АВ!)у;>т(А)+т(В!у—Ь 
因而 r(Biy«b-n4p 
所 以 
r(Bi)sb-ntp 

[9] XH. ЖИН B 这 样 分 块 ,使 其 最 前 面 的 (3 一 n+1) 
Каюм, Ж 召 = ГВ, Bul XE, Bu 的 列 代表 补 树 。 
Овна A 按 B 的 列 的 大 序 进行 排列 ,及 便 分 块 
ж А-ГА. ASI. As 及 An 的 列 分 别 代表 补 树 和 树 ， 所 以 
[A 50, MÆ BA «0 《以 2 为 模 )。 故 


| 
BAUR, B. а] = ВАҢ + В„АҺ=0 


所 以 
Bas ВА! (Ау 〈 以 2 为 模 ) 
因此 
B=B.[U ALCA; I ， 
由 于 В 是 基 府 回路 矩阵 ,所 以 rB) 20-1, AT Bu] 80, 
充分 条 件 ， 使 BEA 的 列 按 同 一 顺序 排列 , ВВ, Вл, 
A=rA... 4,4),H|B.| 0, HF ВА'=0, pl 
AsASLBAGOS UI 
并 且 
т(Ау=тп-1 
i | A] #0 
B, A 的 列 代表 G 的 树 , 所 以 Bis 的 现代 表 补 树 。 
[10] 4 7,= а, b, e, 四 时 
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оноо с о 
т ө ө оо о 
— 

" 

z 

b] 

ә”, 


B,- 


[Bia Uj, 所 以 


因此 Q, 


1d 


对 应 于 了,= (z, 5, h, 0), Ө 的 基本 回路 矩阵 为 


所 以 


T, - (b, с, f, WE PRETI = (a, d, g, h), 


[111 
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a d + h Boc e f 
Чї 90 0 0 ; 1 ! 0 O 
Bo 100 Í 1010 
e 0 0 1 0 ; 0-1 0-1 
oo 0 01 Í 0 0 1 1 
对 于 T= (2, b, d, 9), 
c e f h a b d 9 
oi ооо 1 1 0 0 
B-40 100 0 1 1 0 
"0 0 1 0 -1-1 0-1 
ao 0 0/1 1 0-1 1 
"Ex 
[13 BRRR O e, o, WARWAS A n as 5). 
& 
ик fà] ык RR 
¿ [1 ° 9-1-1-1][5 
L- ¿ -Bi-|0 1 0 0 1 1||% 
` Lo o 1 0 о-1]]% 
t 
[3 
r & 
+ 
5 
- M 
~it És 
[755-4 


[21 ШЛО ФТН В, G-3, 4,…， 
b, B, Ef) Rub es, 0 (J=3, 4,.-, 0。 利用 例题 2， 
242 · 


TRE RI Rn, X эй, = 3 his Ts 
өй, + vata + 2 vj; = 8,4, + 8,3, + i 
XH, o= В, 9, fi, (8, 4,0, Бу, 
=й, + е, = бб, + 0,0, 

6x1.642.5,53x 24 (Й,,у--#* 
因此 x ETO ETETE SS sia) R 
所 以 &=-3А $,--8V 

[3] 设 策动 点 阻抗 为 Ztjw), 则 
V,= – Ј.2.(јә) 


MEN HEG- 个 阻抗 元 作 , 则 
=Z, G=2,3,.., 6) 


LIS DERE 
VJ. EVA RV Ia У = 0 
这 里 ,元 件 上 的 电压 与 电流 用 有 效 值 表示。 
从 电源 发 出 的 功率 为 


P=-V.7,= Ў 
ЖУ, = -I Zalio), Y. = £I, A MB 
P= I Zago) XV = S Zo Br 
HURIN B ЖИЛЕ, RU us ,把 上 式 右边 改写 , 风 
P= JRL ол, Jgh 


o0, 
在 下 的 电阻 上 消耗 的 功率 为 
Ры= УВД. 


теа 
„= Уы" 
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LIE LU LE LIO i v] 


А 
B- УЗ ОЦУ, "= lb 


nan Ра ӘСЕ, ~ Е.) 
因此 Z9) = CAT C - 


[4] BARBIE, (AYAN V,= АЈ,, 车 设 节点 导 纳 矩 阵 
为 W Y,V,= AJ,, WE Y, ue Y + 8Y,, V, EH Vnt 
ƏV,, AJ, 没有 变化 ,所 以 (了 ,+ ДУ) (И, У, = AJ,, Bl. 

Ү„(8У„) + (Y) V, + (Y,)(V,) = 0 
车 忽 路 二 次 项 , 则 成 为 Y. V) = ~ (8Y,)V,。 因 此 
3V,- -58Y V, 

又 V,- AV, 
& 8V,- АВИ, = — A'Y; (BY V, 

[51 首先 ， 把 电流 源 并 联 到 电阻 上 ， 电 路 图 变换 成 如 解 图 
5.1(a) 所 示 。 把 该 电路 的 图 作成 同 图 (b), 则 


А=ДЕ!А Deja2A 


4 
ф 
解 图 5.1 
АС,А!= 

G, ] 1-1 0] 
1 0-1 0 G, ° 0-1 1 
EE 0 1 G, | -: 0 0 
010 0-1 0 G, | 0 1 0 
GL o 0-1 


GrG ~G, 0 4-1 0 
-| -@, GG, -G, |-|]-1 1 
Я 


0 一 Ga 9, + 9, 


10-1 0 017. 
AJ-AGE,-|-1-1 0 1 0 
0-1 


0 1 0 


AAEREN 


4-1 0 -2 
21065-2 |ә. |=] 0 
0-2 з} о, 1 
п 3 27-2 -20 

=] 21 
=g? 12 8 ° = 2 
2 8 19 1 15 


[61 5Җ(5.62)50В,КВ;у1,= B,E,- BRA, 
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潜 用 对 应 于 电路 的 有 向 图 的 边 代表 电阻 ， 则 由 图 5.25(b) 的 
补 禁 所 得 的 基本 回路 矩阵 如 下 式 所 示 ， 
в, В, R, В, В, В, R 


1 0 0 0 1 1 0 
Bj-j0 1 0-1 i 0 0 
1-1 

于 是 


0 0 1 1-1- 
1.00011 0 
‹В,К,В}) = 0 1 0-1 1 0 0 
0 0 1 1-1-1-1 


u ° |] 
x В, 


L| ° ^ 

1 0 00 1 1 of 

х|0 1 0-1 1 0 0 
0 0 1 1-1-1-1 

B+ R+ R, B, -В,-В, 

= В, R.+R,+ R, -R,- В, 
-В,-В -В,-В, R,.+R,+R,+R,+R, 

-Е, 
1 0 0 0 1 1 0] -X, 


BE-B,RJ;|0 1 0-1 1 0 0 
0 0 1 1-1-1-1 
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R, Te] 

В, 0 0 

1 0 0 0 11 0 R, 0 

ЕБ R, 0 

0 0 1 1-1-1-1 R, J, 

0 В, q 

n] o 
- E, RJJ [-E-BRJ, 
EE TES 
~E] | -RJJ [|- E,.+ RJ, | 
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[11 а) D, {Cle), (Ф), C01, (Б), (о),(/у1} 
D, {[‹в),(5у1Г(д)1) 

D, E D, 以 上 无 

D, {LCB), (0), (f), (01) 

Эм ХСС), (6), CO EOD, EG) TEC, CP), (00 
Dys {[(@у1[(4@), CO 10091) 

D, R D, 以 上 无 

(o) D, 无 

D, (GE GD, (0,0), (03) 
Э.ж 

D, {[(@)1[(4), CO EGO 2E G2) 
D, Z 

D, (£0), (9), (01) 

Da (LGJE QD, C£)1) 

Da GGG) 


(b 


(d 


t MP 


(e) D, (109,00, 00, (т), 007) 
D, (05,00, G0, CÓ 2E Q1) 
Das (00), €), C) LG) JE) 1) 
DX 
D; {LAILAI VILICE) I} 
121 BER C 的 行 (及 列 ) 的 编号 为 1,2,…, ЕЕ 
Ж 6.109), (Ы), (0), (d), (ө) BER, 


(а) D. (£62), Cd); GO), E G9, (0), (Jy 
D, (2, C)2EGD2) 


所 以 
[C| e CC DHC DEGOGD G1 


* C 000) о) (77+ C^ DTG2()1EG3? 
cade + bef — aeg 
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同 祥 ， 其 他 各 符 隆 的 行列 式 分 别 为 
(b) 1C| =(— DC- DEO (d) (e)1+ (— 19216001 
x [(dy(fyi+ C^ D'EGO2ECO 1L GO) 
(€) [C] 2 C- D'(C7 D'EG0D1EGQD CP 9)1 
+ D*EGOTEGQD G)dEOO 1) 
(d) |C1 = C- DH DT (eL (d) GO G(1 
+ (— D'EGO3EQD GO 31020603) 
(e) [C1 = C- DC EGG) Ф) 00 01 
+ C- AY EOXoXgYG07) TE GU) 1 
+(— 199г) (о) 69976816091 
+(— D'EGOJEGYIGO EG) 1:021) 
З] (а) Ай 238 R Р, = (суй P= 
(2, е), APDET 3 的 自 环 ， 所 以 (一 Dw (GOD 的 全 顶点 
循环 Dm HR OLO 而 GCPs) 成 为 空 图 ,所 以 ， 
(~ 1)™(G(CB,) 的 全 顶点 循环 的 积 ) 是 1。 于 是 
O= CT DHO DLCDI+ ((4)(в))(1)} 
= – og + de 
(b) Py 仅 是 P,= (8, ey, G(P.) 39984 l, И 
C, = C7 1*7 (9) (0 0)) = de 
(e) Pa BUE P, = (0)，G( 互 ) 成 为 解 图 6.20), Р) ЖР 


a) cO 
` LITE 
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在 全 顶点 循环 ,所 以 (~ 1)”%(G( 互 ?的 全 顶点 循环 Du, 的 积 ) 是 0。 
Ж C, 0, 

(d) 内 为 不 存在 Pa BEL C. 0, 

te) Pj 仅 是 P,- (9)，G( 互 ) 成 为 解 图 6.2(b) 所 示 的 图 。 
@ ( 互 ) 的 全 顶点 循环 仅 是 三 个 自 环 ,所 以 

Ca 7 C7 1)7€G)C7 D'ECP LI 
= -ofu 

Га] (а) GODERS 6.3(a)] 的 全 顶点 循环 Da 仅 是 [(@)， 

《了 ) 了 ,所 以 


Cu = CC DAC}= - df 


2 ` al 3 2 
3 4, 

1 ERN a 
ü) o) G) z 
解 图 6.3 

(b) RI) ,有 两 个 全 怖 点 循环 : D, e E01, Di 
Lte)JLC9)]。 所 以 
Ca = CC "(GC D'LCCOD(Q + C^ EIC) 
=sg= af 
(e) 由 网 图 (6),D,, = [(d), (7), (9)3,D,,= [(dy,(e) 00901, 
因此 


О, = C- D (C 19EGD CD G3 
+ (— DPE EEA) 
=dfg- deh 
«ау HRR, DaS), (fy, (0), (001, D.= $, Due 
[‹д)у, OJEE, D, = $, Ш 
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Ou E EEE S aie COE 9 
+С D'EGD G) EC E (8) 
= —d frg- dehs 
(0 H 同 B (9), Deag, Desg, D,-ó, D,= 
LG 2L GA) JEG)2EQ0 2, Br EI 
©. = (Пу (тусау EGO I = dfsu 
[5] 按照 克 药 姆 公式 [参阅 ( 附 1.14)( 附 1.15)]， 
14,1 


m = 


因此 ,对 于 (Ce) 的 情况 ,有 
Di Pole о An 
1 有 4 可 求 得 如 下 。 根 据 以 A 作为 关联 抢 阵 的 图 [ 解 图 6.4(a)]， 
D,= [(Ga), (Ga), (4823, Ds = {[(cis)， (Gu) LGQwv)1, 
LG&31E (25), 004,010, Di L3, BEA 
[А] = C7 DHC DEC) G0) 001 
+С DEG GS) TE (02:1 
* (~ 1)°[(a,.) L (Gss) (аъ) 


= Файз — is gius — Orasa 


mu QD) em (o) Фура) 


жае, 


对 于 А 的 余 因子 A. 来 说 ,由 图 QCT)[ 解 图 6.4(b)], 80D 
ЫЕ 


的 全 顶点 循环 仅 存在 Da = DG), 009,3, BEDA 
Ан = (IH IYE (а) (aaa) 1) = ~ 44 
对 于 Ж, 作为 @ 的 Pas 存在 Р, = (ау P, = 
(аш, а). GCP) OS TUR 3 BJ H3EUCG 1, M AE) =$, 所 以 
dam C197 (ала) C7 11 EG) + Grata (1) 


= 0150537 Haa as 


бза, + (Gita m Osala) bs 
= 93808001 + (artoa Uralan) ba. 
аба 一 Gata gg 一 i agg 


167 (a) 

-1 2 3 4 

1[0 0 v u 

C= [ 0 0 al 

зо y 0 o| 

4-0 v z 0- 
1 2 3 4 
1Г1 vytus-c-uzy gruz wu 
(С+0»- | 1 9 о 
3| 0 y 1 0 
410 e + z 1 


ШС +U) 0, 力 元 素 ,得 
ЖК = ву + tü + uzy 


(b) 
1 2 3 4 
iro 0 wv % 
C- 210 0 у v 
3v у 0 z 
4Lu v z 0 
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1 2 3 4 


1 d 9 二 20 十 аъш штат) 
uzy rezo uoy gyu 
2|®у+ше+ 1 #+% +  ®б+у@+ 
(CU UZY + 020 um жун 
 3|z+uz+ ъъ locut аи 
wey uvo yoz YY zm 
даъ 2+ p+ gz-t Z+ + 1 
yo шуш уз - 


因此 ,由 (CC +U 的 (1,2) 元 素 , 得 
T,,= z + to + zg duro 


(о), Са) ТК, 
#1 (9 
1 2 3 4 
` 1710 r u 
c+u- 2 0 1 0 0 
30 % 1 0 
410 vo z 1 
2 3 4 
- ifo v u 
(C+U),=(-l3 2 1 0 
djo z 1 
=- 1)%( ~ wy uo чугу 
= wy + UU шуш 
所 以 F= Z + 0 + gz 
(b) 1 2 3 4 
1г1 0 v u 
с+џ-? 0 1 У v 
за y 1 z 
4Lu v z 1 
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1 
«С +0), = (1) 3 
4 


e зо м 


nga 


3 
= 
1 
多 


m 


= ( — 1)t(@z% ++ uyz— my — Че) 


Brel 


te) 


«С +0) = (15° 


о е о м 


1 
3 
4 


5Lw 


о = а о 


=®(@-+ iuz- yb) wz 


所 以 


Faa = 00 + zw + so + zuto 


(d) 2 


1 

1[1 

alo 
C+U= 3| v 


47 
512 w 


° 
1 
° 
9 


8 


“en 


0 


4 
7 
° 
é 
1 


ч 


* oO £ а а 


1 


(C «Uy, molo + tuz- yl ош) + (miu + go iz ушу 


«464. 2 


ЖЫ Кы=е(а+юв+фие+ 3) + t0(z zt + уш vfu) 


第 七 章 
Uu 解 图 7.1 


aibi 
bsc d, 
ari => AS btia cz) 
e А 
i 
atab p 
2 E i-i mb 
“В " 8 
LIA 
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B. 


pa хи [2] 
D es e 
“ «{ Уа 
7 . 
ds - 
G) (Р) | L. (b) О) 
解 图 7.3 


[3] (0 由 于 G UW 
7.1(2)1 的 版 向 回路 是 Lal, 
Lols 19,1, Ele), (01, Br 
以 DL =[a,1+ [e] + Ed] + 
LG), 0.) Гас] + 
Га19,1 + CILI + Га) 
(5.)1 Гез] + L (as) (5.)1 9,1, 


X = La, Lord, + CII (L,Yy26, К, m/m, 的 
ЖЕ =1- И, + DMa = 1— (G, +0, + d, + G.) + G,0, + ай, + 
055,0, + Dabid, + o d, — (a, d, + a,b,c, d.) o 

从 节点 5 到 节点 1 ВО Р.) ={Р,= (G), Р,= (0, a,), 
P,= (du, Cas 5,, оу}, GP), GODINE Bl 7.30), OR R, 
APD = DHARA s/n, 的 分 子 = (eo){1~ (+ dO) Fed 
Gu y 7 (в + dO) + Cada} + (leu (11 


41 (а) а/ = — y LIBER 7-40] 


a8 cS 
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Ф) а/а, = 一 号 [ 解 图 7.40)1 


META) 


(e) 2/2, - SCRIBE 7.400) 
6 
p o 3 ту x; td Ed T 
ТҮ О28% => CEK 


1 S n n E s 
> (> ° = E 


1-5 
HETAC) 
5 А аза 
CA cA E Mom 
LR т тееп 
^ Tal 0-4 
q = [i7] аң e ^ - 


etes 


(p eren 


ER T-4(0) 
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бе, 
tos ba+ aoia) 


(D э/%= EATA A) 


URS 7.4(4)1 

[51 (a) 2/2, 1 3L e S 1-007 028 
E) + E63  E(7)1 + EC2)44Y0) (0 + EC-DIEGD 1 + 
EC D3LG0]L + EC DIEI + EYI ECI  ECOJIQODT + 
U83E001-4EC- D1LGO3IECG 924 EC- DI ECS)]EQTÓT 
[‹3)1[(5)12(7)1} = 1 — 398 + 56— (36 - 105) = —482, 

另 一 方面 ,从 节点 5 到 节点 1 的 路 径 仅 是 Р, = (90, (2)), 所 
U 2/0, 的 分 于 = COGO) 8 Q — D + УШ, ~ e) 


QKI- (3+Б)+3-5}=144„ Ц, w/w, = -证 。 


161 由 于 以 ms 作为 输入 变量 ， 
所 以 将 方程 加 以 变形 ， 使 方程 式 的 左 
边 不 出 现 m. 

(a) 将 第 3 式 与 第 4 式 变 成 如 下 
形式 ， 

0,22 (Cam 1), + (Cpt 1), 
® = (d,— La, + (d, + 1)z, 

变形 后 的 联 立方 程式 所 对 应 的 信号 流 图 如 解 图 7.5 ЛР, а/о, 
的 分 母 是 1- EID, + HE, ed — ([a,l + De, + 13 + Ed, 1] 
С ба) 0) T + Са) 10600, +1)1+ EC )1ECR, + 153 + 
La BO € 1)1 + баа) (d, 11 + Eo, + ГК, +191 
{4 ЛГ DIL 1)] CC) 6:1 EG, - D3 LG, 1)128 
саб, ~ a, 044, — а ,0,0,, 

ЖУ 5% 3 о, ЮЙ Р. E, E P,= (8, озу, P,= 
((%-1),(%—1), ау, P,= ((%-1),(%-1), b, аа), BEUL, 
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ӨР) W 1-Б, + У, 1 Qo € 1) + (4, + 1))+ 
(gt 1) (d, 1) o d, 
GP) = (8), GO) = 6. 
AX w/ws 的 分 子 
XMP4GQP) 的 1- XL, + У, 6 у = (Бао, } + 
(оа 1) (d, - 1)2,01) + Cea- 1)(4,-1)5Ь,а„(1},„ 
[71 (a) 式 (7.7) 在 这 里 为 
ау [eg at 0 отел rat 
mj jót o b o КЕСА 
ГА 0 ot 0 обја 0 
ГА о о 0 ДЇ Lat 
УГ ШИР ГӘ ЕНШЕ 7.668), KARR, РС), (с), 
《qd) 都 能 写 出 式 (7.7) 的 具体 形式 ， 各 方程 式 对 应 的 信号 流 图 如 网 
ВО), (о), C) BER, 
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87 (2) 80.8), Л, 的 
1- DE + Dh 
=1-0(1690)1+ (афу DEYI e LL рл жга) 
+ IELE) CBI + CG4DIEGUD 
* CG EG D E GUD - ге л (б лал 
=1- (G, dE + (a,d,— а„д,— e, by? 
+ (210,5, + a,b d, + daba) E? ~ aso bud tt 
WU, HATEAN 
AN, 1 - XI, + SLs 1А 
zMc- (G, + d) + Cad, — а,Ь, — Caba) A" 
+ (abs + Abid, + doe b) ~ auo bad, = 0 


яла 


iu mesi. 
Ja 


(a) fa Ri (b) f; A 
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[21 解 图 8.2。 


t - " 
` = 
Р 
ЕЛ 
(a) л 0-9 (b) 大 的 0- 网 
解 图 8.2 


[3] H G, BI 1- BI CREE. 8.3) HOM ,, Mas MS, М, 
TF = mt + ezt уш + zu + 95 = йй + 95 


жору МӘТ” 


ЖЕ 8.3 1021-0 


у 
De 


n 


解 图 8.4 Gi 的 0- 网 
* 201 ° 


Ul ша, 的 0- 网 ,得 
F = 2⁄2 + ДЕШ + ЕП 
[5] 著 把 @, ЖЕЙДИ STORE АЖИ НАН, ШЗ 
图 8.5(dq) 所 示 。 进 而 使 图 (9) 的 1- 网 成 为 图 (ey。 所 以 
T = oz + 3⁄2 + gu + уй = mz + yz + ум 


б 
ею) © 


, мыйк md 


= 
G) RB j 


解 图 8.5 Gu 的 等 效 变换 


AUR 
一 笔画 定理 ( 欧 拉 ) 


子 图 
5n 
与 非 站 


支 路 ( 树 支 ) 
亚丁 问题 
FAA 

开关 电路 

开关 函数 
不 可 分 图 
不 可 分 离 图 
EC 

无 限 图 

无 向 图 

жай 

切割 集合 

TW S CHIWI д) 
双 图 ( 偶 图 、 二 分 图 ) 
内 部 区 域 

以 2 为 模 的 加 法 
区 域 
计算 机 辅助 设计 


"W 


四 


A74 
léEkDJXESUOL42-) 
ЕЛ 
ia727 
了 > 区 一 个 
Cd 
ЕЛ 
ж 
чут ОВЕ 
тл] 
A4 y FER 
又 1 > PAR 
ETAIT 
分 多 不 能 少 己 了 
互 换 
727 
227 
E opa 
切断 集合 
切断 点 
IARA В 797 
内 部 领域 
2?xHLY 2 lk 
领域 


23 


《 英 )CAD(computer aided design) 5 


* 968 = 


计划 鉴定 检查 法 


长 度 为 下 的 路 径 


EPE 

жиза 

外 部 区 域 

TERIS PR (ЕЖЕНИН) 

TWE 

EREK 

PABA 

节点 电压 

节点 电压 法 

PASE 

A 

НЕА 

电源 

电压 狐 等 效 转移 

电压 向 量 

电流 源 等 效 转移 

电流 向量 

布尔 代数 

可 分 离 的 

"ANE 

可 分 图 

平面 图 

四 色 问题 

四 商 体 

边 

БЕ ка 

шке 

边 容量 
+204 。 


五 


(Ж)РЕВТ (program evaluation 
and review technique) 
RS kOZ 


[5] 

主 部 分 行列 

Ез ES 

外 部 领域 
ERFA 
正规 区 与 了 
ERNE 

ЁШ У7 F t, 2 Z Z24791 
LI 3 
атин 
AER SR 
t 

УЭ 
7-х 

Ер ОИ 
АЛ? + V 
КО D 
WARS +V 

了 一族 代数 
分 部 可 能 
ORARIS 
"5727 
XgBÓbE» 

4 色 问 题 

дЕ 

a 
оихо 
~ 一 人 短 络 
Dis 


LE 

网 络 方程 

现 孔 电流 

关键 工序 路 线 法 

关联 矩阵 

关联 矩阵 的 铁 

关联 集合 

并 联 边 

行列 式 

自 环 

次 数 

多 树 

多 重 流 

多 重 边 

同 构 

AE 

齐 次 线性 方程 组 

BAA 

闭路 

有 限 图 

有 有 向 图 

有 向 图 的 割 集 短 阵 

有 向 图 的 基底 ( 既 约 ) 割 
集 矩 阵 

有 向 图 的 基底 回路 矩阵 

有 向 图 的 矩阵 表示 

有 向 路 

有 向 路 径 

ЖА 

жиш 

TR 


Ay hy-5 66 
国政 方程 式 188 
TRE RENE 188 
(Ж )ОРМ. (eritical path method) 86 
了 yy 也 x 行列 43 
—@юФ@## 46 
接线 集合 37 
HAW 10 
行列 式 211 
自己 几 一 了 9 
次 数 28 
EZ 15 
L2 PAR 68 
$m 9 
同形 20 
Аж 24 
同 次 方程 式 系 219 
Мия 82 
m 76 
HR/;27 11 
727 12 
— F ° ty BAR 59 
— DEKOR) 为 > F + Y > F 
行列 62 
— Jš — 了 行列 109 
一 一 人 行列 表示 55 
有 向 道 35 
ALIR 35 
жил 12 
能 动 电 路 129 
w-7 т 
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ЕИН SHOE BE 

回路 的 秩 ( 独 立 回路 数 ) 
回路 矩阵 
ПЕНЕН 
Dr 

间 路 电流 法 

回路 变换 

回路 方程 


时 变 电 路 
完备 图 
яю 
Leid 
状态 变量 
PRA 

补 树 
Miti 
补 图 

补 码 

补 2- 树 

REF 

连通 图 
GERE) 
连通 度 
WWE 


Li 
AR 
ARDOR 
线性 独立 
线性 独立 向 量 
线性 系统 
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v-74ve-z8uaA 
м 78 
м- 719 
——0## 
л TAN 
v- TR 
w- TRR 
消 一 方程 式 
+ B 
Lil 
359727 
225k5At-ORUN 
>> > — z NORA 
BORSE 
ENA 
жж 
окай 
E 
Hoc 
LEE 
Lira 
3427 
连结 成 分 
BAE 
RIN 
^ H 
# 
и 
一 次 从 属 
一 次 独立 
AP кжФ—КЎ 
ууд А 


888.8 


或 门 

sut 

ER] 

жыш 

аш 

非 时 变 电 路 

转移 比 ( 传 递 比 ) 

变换 器 

saeua 

孤立 点 

GR) 

图 

ШЖ 

图 的 分 块 

图 的 等 度 

空 图 

组 合 

явай 

终止 顶点 

奇异 的 

TES 

拓扑 公式 

拓扑 同 构 

参考 点 (基准 点 ) 

欧 拉 图 

КАЛИ 

Kame 

T3 X Eee 

欧 拉 多 面体 公式 
A d 

度数 

哈密 顿 回路 


#3yz— Б 
27g-h 
475-2 
ДЕУ 27 
ШЕ РББ 
时 不 释 回 路 
кэл ЯУДА 
оу?» 

жий 
ms 

= 

757 

— онй 

— оз 
—0%& 
Z737 

Hee 

Ae eE 
EI 

br 

xA 

E OL oS 
相位 同形 ,同位 相 
基准 点 
342-757 
342 -BR 
#49-14 
ЗОВЕ eft od 
342-028: 


度数 


МЫЛ КУ ew 


28 
87 
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独立 电源 Bra 188 


独立 回路 独立 不 儿 一 也 81 
й * 16,76 
树 支 电压 一 一 中 枝 需 里 122 
пея ЖУКЕ АУЛ 148 
HRE ЕЕ 85 
顺 向 路 径 AYZ 35 
顺序 电路 顺序 回路 

信号 流 图 vX4TrW2R-ZUS2 169 
面 面 23 
pr 355351 215 

+ d; 
WERNERA 0 - = x< RoE 4 
* к 16 
矩阵 行列 209 
jg MERE — OW 214 
甜 阵 的 基本 变换 一 一 名 基本 山形 216 
矩阵 的 分 块 一 -0 分 害 210 
起 始 顶点 始点 33 
消去 法 摘出 法 215 
通信 网 通信 网 66 
+ — 8 

HEKKER РАР 45 
35 CE £9) E ERE EREDA vv LAT 45 
КОИ) аан ре ЖЕСЕ)» Ко ҺАРА 52 
基底 ( 既 约 图 路 矩阵 ЖЕПК л — 了 行列 95 
Е EEH > F - *% > Б 98 
基本 非 平面 图 基本 非 平面 攻 37 п 
基本 回路 基本 山 一 了 81 
基本 回路 集合 基本 儿 一 了 集合 81 
基 尔 绰 夫 电压 定律 TEER 118 


ARI dE iË ERR b 
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排列 
梅森 公式 
BER 


LE 
зни 
策动 点 阻抗 
策动 点 输入 阻抗 
最 小 切割 
жх 


最 大 流 -最 小 切割 定理 。 


最 大 平面图 
最 大 连通 片 

最 大 强 连 通 子 图 
最 大 阶 数 子 行列 式 
REAREA 
Meu 
Suec 
RER 
意 特 尼 定理 

Li 

联 立 线性 方程 组 


ERNER 
零度 

群 
输入 端 
输入 变量 
инж 
输出 变量 
KE 


m 


LE 
хл УФА 
AER 


СЕА 
为 下。 如 yy 上 行列 
BEDA LE-ELA 


ЮЛА е-и 


最 小 为 上 
Жоо 


最 大 7 口 一 ， 最 小 力 > 下 外 定 更 


RAXEZ27 
FARERI 
RABARI эо 
XO SEP 
ЖОНЕ МИН 
残存 容量 

集中 定数 回路 
жий 

本 1 下 二 一 四 定理 
ж 

速 立 一 次 方程 式 
画 

0 次 办 忆 9 于 数 
零度 

8 

入 力 端 子 

АЗИЙ 

出 力 端 子 

出 力 网 数 

DE 
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176 


178 
196 
178 


жа 
端子 间 容 量 矩 阵 
端点 


LET] 
Ak Re 
0- 网 的 景 
TAX 

1-0 

1- 网 的 量 

2- 同 构 

3- 树 

ARRE 

4 的 伴随 矩阵 
(m, "fe 
жЕ ОУ) 
пш 
卫 - 集 循环 
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NIME 
端子 疝 容 量 行列 
жш 

теа 
тууш ш 
жеу ФЕ 
0-х. КоВ 
1-2 Tv УА 
1-2 F 
1-3 y OR 
2 同形 
3- 木 
ET 3 
AORBBTTTI 
(т, 9) 形 四 行列 
mw 次 正方 行列 
n RARITA 
P-y ybe 422 


